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SIMBOLI UTILIZZATI NEL CORSO

insieme dei numeri naturali

insieme dei numeri naturali escluso lo zero
insieme dei numeri interi relativi

insieme dei numeri interi positivi

insieme dei numeri interi negativi

insieme dei numeri interi relativi escluso lo zero
insieme dei numeri razionali relativi

insieme dei numeri razionali positivi

insieme dei numeri razionali negativi

insieme dei numeri reali relativi

insieme dei numeri reali relativi escluso lo zero
insieme dei numeri reali positivi

insieme dei numeri reali negativi

insieme dei numeri reali positivi incluso lo zero

insieme dei numeri reali negativi incluso lo zero

appartiene

non appartiene

unione

intersezione

prodotto cartesiano

inclusione (in senso stretto)

inclusione (in senso largo)

insieme vuoto

tale che

quantificatore essenziale (leggi: “esiste’)
quantificatore universale (leggi: “per ogni’)
congiunzione (leggi: “et”, “contemporaneamente’)
disgiunzione (leggi: “vel’, “0”, “oppure”)
disgiunzione esclusiva (aut - aut)

implicazione materiale ( nel calcolo dei limiti si legge tende )

corrispondenza biunivoca
implicazione logica

equivalenza logica (condizione necessaria e sufficiente)

uguaglianza approssimata (circa uguale)
maggiore
maggiore o uguale (non minore)

minore
minore o uguale (non maggiore)

diverso

estremo incluso
estremo escluso
non definita
II



GIOVANNI SCIASCIA

SAPERI MINIMI DI MATEMATICA

Per gli studenti che sono in procinto di conseguire il diploma di scuola media
superiore oppure devono affrontare un corso di studi universitari ad indirizzo

scientifico

III



IV



PREFAZIONE

Questo corso di matematica € frutto della mia ultraquarantennale esperienza “sul
campo”, cioé nelle aule di Istituti di secondo grado, nonché di personali e specifici
approfondimenti con studenti neodiplomati in procinto di intraprendere un corso di studi
universitari.

Il corso ha lo scopo di colmare, ove occorra, lacune nei contenuti e nel linguaggio
matematico ed é rivolto agli studenti che si accingono a conseguire il diploma di scuola
media superiore oppure ad affrontare un corso di studi universitari ad indirizzo scientifico.

Qualche argomento € stato volutamente svolto nelle sue linee essenziali, mentre altri
sono stati sviluppati piu approfonditamente in funzione della loro importanza.

Lo studente potra ripercorrere organicamente le varie tappe dei contenuti matematici
cominciando dall’Aritmetica, con la quale ha dovuto cimentarsi a scuola, piu o meno
consapevolmente, dall’eta adolescenziale alla maturita.

Mi auguro che un’attenta analisi del corso riesca a catturare l'interesse e I'attenzione
dello studente, che avra l'opportunita non solo di colmare eventuali lacune, ma anche di
rinverdire concetti sbiaditi dal tempo.

La fatica profusa in questo lavoro mi dara tanta piu soddisfazione quanto piu il lettore
riuscird compiutamente a comprendere che la Matematica non & un labirinto in cui perdersi
autocommiserandosi e magari concludendo: “....non sono tagliato per la matematica...“, ma,
al contrario,un armonico strumento che pud attivare intuito, metodo, rigore nellargomentare
e capacita di sintesi concettuale.

Il corso & corredato da molti grafici realizzati dal mio caro amico, Arch. Pippo Natale, al
quale mi legano peraltro tanti anni di docenza nel medesimo lIstituto scolastico e a cui va |l
mio piu sentito ringraziamento per la sempre fattiva ed intelligente disponibilita nei nostri
numerosi incontri.

In ultimo.....(ma non per ultimo!) non posso non rivolgere un grazie ed un elogio
particolare a mia moglie, Emilia Bruccoleri, compagna di vita e di medesimi interessi
professionali, che tanto mi ha pazientemente supportato nella revisione di questo mio

lavoro.

“

Agrigento, Dicembre 2013.
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INSIEMI NUMERICI

CAPITOLO 1

INSIEMI NUMERICI

1.1. Introduzione

I numeri naturali:N={0;1;2;3; ............. }

Inumeripari:P={O;2;4;6; ............ }

Un generico pari si indica con 2k conk €N.

Un generico dispari si indica con 2k+1 con ke N.
E' owioche PC N;Dc N eP UD=N.

| numeri naturali, escluso lo zero, si indicano con N °.

| numeri interi relativi: Z = {0;i1;i2;i3; ...... }

I numeri interi positivi si indicano con Z*, gli interi negativi con Z~ ,gli interi negativi e lo zero incluso

con Z, , gli interi positivi e lo zero incluso con con Z;.

| numeri razionali assoluti si indicano con Qs sono deltipo — conne N, m e N° e sono:
m

i numeri interi, i decimali finiti e i decimali illimitati periodici.
| numeri razionali relativi si indicano con Q.
Con Q" si indicano i numeri razionali positivi, con Q™ i numeri razionali negativi e con Q° i numeri
razionali relativi escluso lo zero.
| numeri irrazionali si indicano con | e sono i decimali illimitati non periodici.
Siha Q Ul=R (realirelativi).
Un numero si dice algebrico se & soluzione di un’equazione algebrica [P(x) =0 ].
I numeri non algebrici si dicono trascendenti.

Si dimostra che numeri razionali sono algebrici.

osservazione. /2 ; \/5; 37 sono irrazionali algebrici (\/5 & soluzione dell’equazione x? = 2),

mentre 7 e il numero di Nepero “e “ sono trascendenti.

Nota
T = Wﬂ =3,14...... e detta costante ciclometrica.
diametro
) 1 L. .
e= lim(1+—)"=2,718...... e il numero di Nepero.
X—>00 x



INSIEMI NUMERICI

1.2. Operazioni tra insiemi
Unione
C=AUB={x:xedvxeB}.
Es. A= {1;2:3;4;5}; B= {4;5,7:8}.
Siha: A U B = {;2;3;4;5,7:8}.

" oMM«

Nota. v (silegge “vel”,”0”, “oppure”).
A silegge (“et” oppure “contemporaneamente”).

Intersezione
ANB={x/xe AnxeB}. AnB = {45},

Es. i={xeR/1<x<5}; L={xeR/4<x<10}.

X 1 4 5 10

Siha:lyul=(1;10]; I+ nl2 =(4; 5].
Inoltresiha: AU =A; ANn=T, AUA=A; An A=A; il simbolo & indica l'insieme vuoto .

Prodotto cartesiano
A XB= {(x;y)/xeAeyeB}.
Es. A=1{1;2};B={1;2;3}.

y
3p---e—e
(6] 11 é

A X B={(1;1);(1;2);(1:3);(2:1);(252);(2;3)}
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In particolare si ha:

e RXR=R2={(x;y):xeReyecR} &ilpiano cartesiano;

e RXRXR=R®= {(x;y;z):xeR,yeR ezeR} &lospazio euclideo.
Definizione

Si dice che l'insieme B ¢é incluso (oppure contenuto) nellinsieme A se ogni elemento di B é

anche elemento di A e si scrive B c A.
In simboli si scrive: B c Ase VxeB =x €A.
In tal caso si dice che B & un sottoinsieme di A o una parte di A.

L’insieme B & sottoinsieme proprio di A se ogni elemento di B appartiene ad A ed esiste almeno
un elemento x € A/x ¢ B e si scrive Bc A. Fra tutti i sottoinsiemi di A ci sono A stesso e l'insieme
vuoto, detti sottoinsiemi impropri.

Es. A={2;5;8}.
| sottoinsiemi di A sono: {2}; {5}; {8};{2;5}; {2;8}; {5;8}; A; O.
Si dimostra che se I'insieme | contiene n oggetti, tutti i sottoinsiemi di | sono 2".
Osservazioni
1. Un insieme si dice finito se & possibile contare i suoi oggetti, in caso contrario si dice
infinito.
2. Due insiemi |1 e Iz si dicono equivalenti se & possibile stabilire una corrispondenza
biunivoca tra i due insiemi e si scrive: |1 <> I2.
Un insieme A finito & prevalente rispetto ad un insieme B, se esiste una parte di A che &
equivalente a B.
Negli insiemi finiti il tutto € prevalente rispetto ad una sua parte (postulato di De Zolt).

Mentre negli insiemi infiniti il tutto pud essere equivalente ad una sua parte.

Es. L'insieme dei numeri naturali N & equivalente all'insieme dei numeri pari P, pur essendo Pc N.
Un insieme A si dice nhumerabile se & equipotente all'insieme N dei numeri naturali, cioé se esiste
una corrispondenza biunivoca tra I'insieme A e l'insieme N.
Si dimostra che:

e linsieme Q. dei mumeri razionali assoluti &€ numerabile ed & pure numerabile ogni

sottoinsieme infinito di un insieme numerabile;

e [linsieme B= {x € R/0< x <1} non & numerabile ed & equipotente ad R.

Pertanto si ha: {punti di un segmento} <—>R<—>{punti di una retta} :

La cardinalita di R & detta cardinalita del continuo.
Essendo Q numerabile e QU = R, ne consegue che l'insieme | dei numeri irrazionali non &
numerabile. In definitiva N & l'infinito piu “piccolo”.

Cantor ha dimostrato che: il prodotto cartesiano di due insiemi, che hanno la cardinalita del

continuo, ha la cardinalita del continuo e quindi gli insiemi R? , R®, ...., R" sono equipotenti ad R.

3
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Risultato sorprendente: i punti del piano, i punti dello spazio sono “tanti quant’ i punti di un
segmento qualsiasi.

Cantor in una lettera a Dedekind scriveva: “Lo vedo, ma non ci credo”.

1.3. Operazioni nell’insieme dei numeri naturali
Addizione (+)

Es.2+5=7; 2 e 5 sidicono addendi, 7 si dice somma o totale.
Proprieta:

1) a + b =Db + a (commutativa);

2) a+b+c=(a+ b)+c(associativa);

3) a+0=0+a=a il numero zero & elemento neutro dell’addizione.
Sottrazione (-)

Es. 7 — 4=3 perché 3+4=7; 7 sidice minuendo, 4 sottraendo e 3 differenza.
Proprieta invariantiva della differenza:a—b=(a =+ m)—(b £ m),con a >b>m.
Osservazioni

1. a—b eépossibilein Nse a>bh.

2. Essendo (a+b)—b=a neconsegue che I'operazione di sottrazione & l'inversa

dell’addizione.
Moltiplicazione ( .)

Es. 2.5=2+2+2+2+2 =10; 2 e 5 sidicono fattori, 10 prodotto.
Nota. 2+2+2+2+2+2=2.6
0.a=a.0=0; il numero zero & elemento nullo della moltiplicazione.

a.1=1.a=a; il numero uno & elemento neutro della moltiplicazione.

Proprieta:

1) a.b=b.a(commutativa);

2) a.b.c=(a.b).c (associativa);

3) a.(b+c)=a.b+a.c/(distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione).

Legge di annullamento del prodotto: a.b=0 < a=0v b=0.
Divisione ( :)
Es. 8:2=4 perché 4.2 =8; 8sidice dividendo, 2 divisore e 4 quoto esatto.
2o
rq
conb#0 a=b.q+r con0<r<b.

In generale:

Nota. 0 : 0 e forma indeterminata, mentre a : 0 con a#= 0 & impossibile.

4
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Essendo (a. b ) : b =a ne segue che I'operazione di divisione & l'inversa della moltiplicazione.
Proprieta invariantiva del quoto
Moltiplicando o dividendo il dividendo ( a ) e il divisore ( b ) per uno stesso numero k=0 il

quoto ( g ) non cambia, mentre il resto (r ) viene moltiplicato o diviso per k.

Elevamento a potenza (a" )

Def. a"=a-a-a---- a con a ed n numeri naturalie con n>1.

n volte

Es. 5*=5.5.5.5=625.

Proprieta delle potenze

1) (abc)"=a"b"c" . Es. (2xy)?= 22x%y2.
2) @)"=a"m . Es. (x?)3=x5.

3) a". am=a"*m, Es. yi.y*=y.

4) a":a™=a"""conn=m . Es. x®:x2=x5-2=x4,
5) (a:b)"=a":b". Es. (5:2)’=5%:22,

Nota. a®=1()cona #0;1"=1; a'=a;0"=0 con n #0; 0°¢& forma indeterminata.

Giustificazione della (+): essendo a": a"=a""=a’ed a": a"=1 =a’=1.
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1.4. Operazioni nell’insieme dei numeri razionali assoluti
Consideriamo l'insieme N X N° = {(a;b) conaeN/\beNo}; gli oggetti di tale insieme si

. S a
dicono frazioni e si indicano con E

. ..a ¢ . .
Diremo che le frazioni z € — sono equivalenti se ad=bc.

Def. Numero razionale assoluto é la classe di tutte le frazioni equivalenti ad una data frazione .

Confronto

1) 4-C <ad=bec.
b d

2) 2.% < ad>be,
b d

3) £<£ < ad<be
b d

Nota. g<2<:>a<b; g>2<:>a>b.
n n n n

Proprieta invariantiva
Moltiplicando o dividendo numeratore e denominatore di una frazione per uno stesso numero
k= 0 si ottiene una frazione equivalente alla data.

. . a ak a a:k
In simboli; —=— e —=——
b bk b bk

La frazione % € irriducibile se a e b sono primi tra loro [M.C.D.(a ; b) = 1], in caso contrario la

frazione €& semplificabile. Per semplificare una frazione basta dividere il numeratore e il

denominatore per il loro massimo comune divisore.

24 _24:4_6
20 20:4 5°
Addizione
Def' £+é=a+b_ Es'i+zzﬂzﬂ_
n n n 5 5 5 5

Se le frazioni non hanno lo stesso denominatore si riducono prima al minimo comune
denominatore.

N.B. m.c.d. = m.c.m. dei denominatori.

8 2 30 8494360 53 g = mem.(34)=12].

Es. £+§+3:_+_+__—
3 4 12 12 12 12 12
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Sottrazione

Se le frazioni non hanno lo stesso denominatore si riducono prima al minimo comune

denominatore.

Moltiplicazione
Def &  C- 4
b d bd
43 43 12:4 3
Es. ——=—=——=—
78 7. 56:4 14
Divisione
Def. £:£:£_£;0¢0_ Esi:l:é_zz &:i
b d b ¢ 4 2 4 7 28 14

Elevamento a potenza

n n 3 3
Def. (ﬁ) _4 . Es. (gj =2—=i.
b b" 3 3 27

Nota. Nell'insieme Q,sono valide le stesse proprieta delle potenze studiate nellinsieme N.

1.5. Richiami sulle operazioni nell’insieme dei razionali relativi

Somma algebrica

Es. -5-7=-12;+30+3=+33;14-20=-6;, - — - —= —— =— — .
2 4

Moltiplicazione

Es. (-3) (-2) =+ 6; (+4) (-2) = — 8; (+5) (+7) = + 35; [— 1) [— 3} -2
3 5 15
Nota. Il prodotto e positivo se i fattori sono concordi, negativo se sono discordi.
Divisione
Vale la stessa regola dei segni del prodotto.
Es. (-15):(-3)=+5; (+20):(-2)=-10.

Elevamento a potenza

Sono valide le proprieta delle potenze studiate nellinsieme Q. con I'aggiunta delle seguenti

proprieta:
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. g + se népari; es. (-2)* =16
1) base negativa ed exp positivo: (-a)" = ] ] s .
— sen ¢dispari; es. (-3)" =-27

2) exp negativo: a” = (lj =

Estrazione di radice

Def. % =X — X" = a; n si dice indice del radicale ed a radicando.
Essendo (’{/Z) "=a ne segue che loperazione di estrazione di radice & [linversa

dell’elevazione a potenza.

Osservazioni

¥ a esiste nei reali se a> 0 (radicale con indice pari).

° 2’”\1/; esiste V a e R (radicale con indice dispari).

e L’estrazione di radice, in generale, da come risultato un numero decimale illimitato non
periodico ovvero un numero jrrazionale.

o Nellinsieme Q si conservano tutte le proprieta formali delle operazioni in Z, I'elemento
neutro dell'addizione (0), I'elemento neutro della moltiplicazione (1) e I'elemento nullo

della moltiplicazione (0).

1.6. | numeri reali relativi e loro rappresentazione sulla retta

Consideriamo una retta x orientata, sia O un generico punto che divide la retta in due

semirette e stabiliamo un segmento u come unita di misura.

-4 -3 2 -10 +1 +2 +3 +4 +5

— ey
B o A

Ad ogni punto della retta x orientata corrisponde un numero reale relativo, detto ascissa del punto.

Al punto A, alla destra dell'origine O in figura, corrisponde il numero reale positivo + 5, il cui valore

. . .., 04 N
assoluto & uguale alla misura del segmento OA rispetto ad u e poiché — =5 si scrive xa= + 5.
u

Al punto B, alla sinistra dell’'origine O in figura, corrisponde il numero reale negativo — 4 e si
scrive xg = — 4.

Viceversa ad ogni numero reale corrisponde un punto della retta.

Concludendo: esiste una corrispondenza biunivoca tra i punti di una retta orientata ed i numeri

reali relativi e si scrive: R <> { punti della retta x .
Confronto tra numeri reali relativi
Siano a e b due numeri reali relativi, a € minore di b (a < b) se a precede b sulla retta graduata

con l'unita di misura u.
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Osservazioni sulla misura delle grandezze

e Misura di una grandezza A, rispetto alla grandezza U,omogenea con A, € il numero

reale assoluto a dato dal rapporto di A con U, ovvero §= a.

e La misura di un segmento si dice lunghezza; la misura di una superficie si dice area; la

misura di un solido si dice volume e la misura di un angolo si dice ampiezza.

1.7. Intervalli di numeri reali

Con I=(a;b)siindicanoireali x/ a <x<b (intervallo aperto di estremi a e b).

Con | =[a; b]siindicanoirealix / a < x < b (intervallo chiuso di estremi a e b).

Con | =(a; b]siindicanoirealix/ a <x<b (intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra di

estremi a e b).

Con I =[a;b)siindicanoirealix/ a <x<b (intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra di

estremi a e b).

I numeri a e b si dicono rispettivamente estremo inferiore e superiore dell'insieme.

Siscrive:Sup (/)=aelnf(lI)=bel.

Se l'intervallo € chiuso, a & il minimo elemento dil e b & il massimo elemento di I.

Esempi

1) L'intervallo (+3; +0) & limitato inferiormente ed essendo aperto I'insieme non ammette
minimo.

2) L’intervallo (—« ;— 2] € limitato superiormente e —2 & il massimo.

3) L'intervallo [+3; +0) € limitato inferiormente € + 3 & il minimo.

4) L’intervallo [5; 8] € limitato, 5 & il minimoe 8 & il max.

Siscrive:Sup (/)=8 €l (8émax);Inf(1)=5¢el (5eilminimo).

Alcuni autori usano anche la seguente simbologia:

1. I=]a;b[ intervallo aperto;
2. I=Ja;Db] intervallo chiuso;
3. I=]a; D] intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra;
4. I=[a;Db[ intervallo aperto a destra e chiuso a sinistra.
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CAPITOLO 2

CALCOLO LETTERALE

2.1. | monomi e le relative operazioni

Def. Monomio é un’espressione formata da lettere e da numeri nella quale non figura la

somma algebrica. La parte numerica si dice coefficiente del monomio.

Sono monomi interi: - %azb; -Xxy; +ab? +% .
. . 1 1
| cui coefficienti sono: — —; -1; +1; +—
2 6
Sono monomi fratti: 3—a; i; - 4—621.
X Xy b

Grado di un monomio

Es 1. 5 a?b® & un monomio di secondo grado relativo alla lettera a, di terzo grado relativo alla
lettera b; mentre il suo grado assoluto & 5.

Es 2. 5% x2y & un monomio di terzo grado assoluto, di primo grado rispetto alla variabile y, di
secondo grado rispetto alla variabile x.

Nota. Le costanti (numeri) si considerano monomi di grado zero.
Moltiplicazione di due o pit monomi

(— 2a2) (— 2a3b) =+4a°h.

Somma algebrica di monomi simili

Def. Due monomi sono simili se hanno la stessa parte letterale.
La somma di pit monomi simili & un monomio simile ai monomi dati che ha per coefficiente la
somma dei coefficienti.
Esempi. —7 x+10x=+3 x; Ex_gx = (g—gjx:(ﬂjx = ix.

3 7 21 21

La somma (2 x + 3 y) non & possibile perché i monomi non sono simili.
Divisione di due monomi

Es. (16a*):(-2a%?)=16a* (—%j =-8a%

2a

Potenza di un monomio

Es. (-2a%®?=+4 a°

10
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M.C.D. e m. c. m. di monomi
Sono valide le stesse regole per la ricerca del M.C.D. e m.c.m. dei numeri interi.
Es. 8a?b, 12ab? 20a%b?% m.c.m.=120a? b3 M.C.D. = 4ab.

2.2. | polinomi

Def. Polinomio é la somma algebrica di pit monomi interi.
Grado di un polinomio

A(x)=2x-1 & un binomio nella variabile x di 1° grado.

1
B (x) = Exz —3x—35 €& un trinomio nella variabile x di 2° grado.

2
C(y)= §y3 +y> =2 y+3 &un quadrinomio nella variabile y di 3° grado.

D(x;y)=3x-5y—12 & un trinomio nelle variabili x e y di 1° grado.

E (xy,2z) =xy—y?>—2x?Zz? & un polinomio nelle variabili x, y e z di 4° grado.
1
P(x)=4x3-2x?- gx— 3 & un polinomio di 3° grado completo, ordinato secondo le potenze

decrescenti della variabile x.
Q(x)=5x*-2x2-3x+5 & un polinomio di 4° grado incompleto (manca il termine di 3° grado),
ordinato secondo le potenze decrescenti della variabile x.
Dato il polinomio P(x) =2 x?—4 x — 1;per x = 2 si ha: P(2) = 2.22- 4.2 -1 = 1.
Dato il polinomio A (x)=5x?-4x—1; per x=1si ha: A(1) =5.12-4 -1 =0, in tal caso il numero
uno si dice zero del polinomio A(x).
In generale: o € zerodi P (x)se P (a)=0.
Es. P(x)=x2-5x+6 ha per zerii numeri 2 e 3.

Def. Un polinomio si dice omogeneo se tutti i monomi che lo formano hanno lo stesso grado.
Es1. 5x?y-3xy?+x3-0,3y® & omogeneo di 3° grado.

Es 2. 2x*+3xy —4y? & omogeneo di 2° grado.

11
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2.3. Principio d’identita di due polinomi

Def. Due polinomi sono identici se sono uguali i coefficienti dei termini dello stesso grado.
2=5b b=2
-k=3 k=-3

Es1. 2x*-kx®+(@a-1)x+3=bx*+3x2+5x+c se —
a-1=5 a=6

3=¢ c=3
k=1
2k-1=0 421
Es2. (2k-1)x*+3ax-5b=4x-2 ses 3a=4 — azg
—5h=-2
p=2
5

2.4. Operazioni con polinomi

Somma algebrica di polinomi

Es. (2a-3b)-(5a+2b)+(-6a+7b)=2a-3b-5a-2b-6a+7b =-9a+2b.

Prodotto di un monomio per un polinomio

Regola: A (M + N + P) = AM + AN + AP (si moltiplica il monomio per tutti i termini del polinomio
e si sommano i risultati ottenuti).

Es. 2a(a—-2)=(a-2)2a=2a%>-4a. Viceversa 2a’-4a =2 a(a-2); (scomposizione di
un polinomio con il raccoglimento del fattore comune).

Prodotto di due polinomi

Regola: (A + B) (M + N + P) = AM + AN + AP + BM + BN + BP (si moltiplica ciascun termine

del primo per tutti i termini del secondo e si sommano i risultati ottenuti).
Es. 2a-4) (2a-3)=4a’-6a-8a+12=4a*-14a+12.
2.5. Prodotti notevoli

Somma di due monomi (o espressioni) per la loro differenza

(A +B) (A-B) = A%~ B2

Es. (x+1)(x=1)=x*=1;[(x=2)+ (y-3)] [ (x=2) = (y = 3)] = (x = 2)* = (y = 3)%.
Viceversa A%- B? = (A + B) (A — B) (scomposizione di un binomio differenza di quadrati).
Es1. x2-9=(x+3)(x-23).

Es2. (x—2)?—(y—-3)*=[(x-2)+(y-3)][(x—2)—(y—3)]= =(x—2+y-3)(x—2-y+3)=
=(X+y—=25)(x—y+1).
12
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Quadrato di un binomio

(A+B)?=A2%2 AB + B?

Es. (x—-2P=x2-4x+4.
Viceversa A2 + 2 AB + B? = (A + B)? (scomposizione in fattori di un trinomio particolare).
Es. Scomporre i seguenti trinomi:

1. 4x°-12x+9=(2x-3)>=(3-2x)*;

2. x2+6x+9=(x+3)%

3. x2-6x+9= (x=-3)?= (3-x)?

2
4. X2+2+Lz=(x+lj .
X

Cubo di un binomio

(A+B)*=A’+3A’B+3AB?+B?

Es. ((2x+5)3=(—=2x)*+3(-=2x)?(+5)+3(-2x) (+5)?+ (+5)® = —8 x>+ 60 x> — 150 x + 125.
Viceversa A®+ 3 A2B +3 A B2 + B® = (A + B)® (scomposizione di un quadrinomio particolare).

Es. Scomporre i seguenti quadrinomi:
1. x*=-3x2+3x-1=(x-1)3

2. —-x3+8+6x2—-12x=(—-x+2)3.

Quadrato di un trinomio

(A+B+C)2=A2+B?+C2+2AB+2AC+2BC

Es. 2x-3y—-17=@2x)*+(-3yP+(-1)?+22x) (-3y)+22x) (-1)++2(-3y)(-1) =
=4x2+9y?+1-12xy—-4x+6Yy.
Osservazioni
 (A+B)?*=(A+B)(A+B)
e (A+BP’=(A+B)(A+B)(A+B)
e (A+B+C)P2=(A+B+C)(A+B+C).

13
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2.6. Potenza ennesima di un binomio

(a+ b)" & uguale ad un polinomio di grado n ordinato secondo le potenze decrescentidi a e

crescenti di b, i cui coefficienti sono dati dal seguente triangolo di Tartaglia:

1
1 1 coefficienti  di (a +b)!
1 2 1 ¢ “ (a + b)?
1 3 (a+b)?
1 4 4 1 (a + b)*

Es. (a+b)=1a°+5a*b+10a%b?+ 10ab®+ 5 ab*+1 b°.
Divisione di un polinomio per un monomio
A B C
Regola:(A+B+C):M=A:M+B:M+C: M= —+—+— con M =0.
M M M

2
Es. (5x*+ 20 xy — 15 x):( — 5x) = ox7 2y ZIx
-5x —=5x -5x

=—x—4y + 3.

2.7. Divisione tra due polinomi

Dati i polinomi A (x) di grado n e B (x) #0 di grado m<n dividere A (x) con B (x) significa
trovare due polinomi Q(x) di grado (n — m) ed R(x) di grado p < m, rispettivamente detti quoto e
resto, tali che

A (x) =B(x).Q(x) + R(x) e siscrive
AX) | B(x)
Rx) Q)
Se R (x) = 0 si dice che A(x) & divisibile per B(x) e in tal caso si ha
A(x) = B(x) . Q(x)

Nota. A(x) = B(x)Q00) + R(x) =Q(x)+ Rx) (utile nell'integrazione delle funzioni fratte).
B(x) B(x) B(x)
Es. Trovare quoziente e resto della divisione (2 x + x*- 3 x% - 5) : (x?- 3 x -1).
+XAmmmem -3x2+2x -5 |[x*-3x-1
X4 A3+ rax+T

3x3 -2x2+2x -5
- 3x3 + 9x? +3x
+7x2+5x -5
“Tx2+21x +7
+26x + 2

4 2 2 _ 2 2
R (x) = 26x + 2; Q(x) = X2 + 3 x + 7. Pertanto si ha: - fx Bl 5=x2—3x+7+26x—+.
x =3x-1 x°=3x-1

14



CALCOLO LETTERALE

2.8. Teorema del resto

Consideriamo la divisione P(x):(x— a)con a € R;
P(x)| X- «
R Q(x)

Dall’ uguaglianza (x— ) Q(x) + R=P(x), per x = « siottiene (a—«a) O(a)+ R =P(«) e quindi
R = P(«). Pertanto il resto della divisione P(x): (x— «) € uguale al valore che assume il
polinomio P(x) per x=a
Es 1. Trovare il resto della divisione (x3—x—3): (x — 2).

Siha R=P(2)=23-2-3=3.
Es 2. |l polinomio P(x) =5 x?>—4 x — 1 & divisibile per (x-1) ?

Essendo R=P(1)=5.12 -4 .1—1=0 il polinomio & divisibile per (x — 1).
Es 3. |l polinomio x3+ 8 & divisibile per (x + 2) ?

Essendo R=(-2)*+8=— 8+ 8=0 il polinomio & divisibile per (x + 2).
Se Q(x) ¢ il quoto della divisione (x*+ 8) : (x + 2), siha x>+ 8 = (x + 2) Q(x).
Pertanto se o € zero di P(x), cioé R = P(«) = 0, il polinomio & divisibile per (x— « ) e si ha
P(x) = (x— a).Q(x) (scomposizione di un polinomio in fattori).
Osservazioni
1) Per dividere il prodotto A(x).B(x) per (x—a ) basta dividere uno solo dei due fattori per

(x—a).
2) Perdividere [A(x) + B(x)] per (x — « ) bisogna dividere entrambi i polinomi pe (x— «).
2.9. Regola di Ruffini
La regola di Ruffini permette di trovare il quoziente ed il resto della divisione di un polinomio
P(x) con un binomio del tipo (x — « ).
Es1. (x*-x-3):(x-2)
Applicando la regola di Ruffini si ha:

coeff.del
div.ord.completo 1 0 -1|-3
2 2 416
| 1 2 3 | 3 resto
coeff. del
quoto

R=+3 e QXx)=x2+2x+ 3.

Es2. (xX*-2ax?+3a?x+ a’: (x—a). Applicando la regola di Ruffini si ha:

coeff.del
div.ord.completo 1 -2a +3a?| +ad
a a -a® |+2ad
‘1 -a +2a2‘+3a3 resto
coeff. del
quoto

R=+3a®> e Q(x)=x%-ax+2a?

15
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2.10. Fattorizzazione di un polinomio
Raccoglimento del fattore comune

Regola: A M+B M+C M=M(A+B+C), essendo M il massimo comune divisore di tutti i
monomi.
Es. 2x?-8x=2x(x—4).

Raccoglimento parziale
Es1. ax+ay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)=(x+y)(a+b).
Es2. xy—-x+2y-2=x(y=-1)+2(y—-1)=(y—-1)(x+2).

Scomposizione di un polinomio con la regola di Ruffini

Dato il polinomio P(x) =ax"+ b x™" + ................... +c, cona=#0.
Se a € zero di P(x), cioé P(a ) =0 =R, il polinomio & divisibile per (x — « ) e quindi si ha
P(x) = (x— a) . Q(x), essendo Q(x) di grado ( n— 1) il quoto della divisione calcolato

preferibilmente con la regola di Ruffini.

Osservazione
Gli eventuali zeri razionali di P(x) sono da ricercare tra le frazioni che hanno per numeratore un
divisore di “ ¢ “ e per denominatore un divisore di “a “; pertanto se a = 1 gli eventuali zeri razionali

sono numeri interi.
Es 1. Scomporre il polinomio 2x*-9x?+4x+3; a=2e c=3.
| divisori di c sono: £1; =3

| divisoridia sono: +1; +2.

La ricerca degli zeri quindi deve essere fatta tra i numeri: £1; £ —; £3 ;%

N | W

1
2
Ricerca degli zeri: P(-1) =2 (-1)* -9 (-1)?+4 (-1 )+ 3 20;

PM1)=2(1)2-9(1)?>+4.(1)+3 =0, percio il polinomio & divisibile per (x—1).

Troviamo Q(x) con la regola di Ruffini

coeff.del
div.ord.completo 2 9 4|3
1 2 -7]-3
|2 -7 -3| 0 resto
coeff. del
quoto

Q(x)=2x2—7x-3. Pertantosiha 2x*-9x?+4x+3 =(x—1)(2x°-7 x-3).

Es 2. Scomporre il polinomio x*—4 x3—x%+ 16 x—12.
I divisoridi12sono: +1; £2;+3; +4; £6; £12.
Essendo P(1) =0 ; P(2) = 0 e P(-2) = 0 il polinomio €& divisibile per (x— 1), (x—2) e (x + 2).

Applicando tre volte la regola di Ruffini si ha:
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1 4 -1 16 |-12 Div. per (x-1)
1 1 -3 -4 1|12
coeff. Q1 1 -3 -4(12] 0 Div. per (x-2)
2 2 -2|-12
coeff. Q2 1 16| 0 Div. per (x+2)
-2 2|6
coeff. Q3 1 3|0

QiX)=x®—=3x2—4x+12; QoX)=x>~x—6; Qa(x)=x- 3.

Quindisiha: x*— 4x3*-—x2+16x-12=(x-1) (x—=2) (x+2) (x—3).
osservazioni
1. Se la somma dei coefficienti di un polinomio € zero, allora x = 1 € zero del polinomio.
2. Se la somma dei coefficienti dei termini di grado pari di un polinomio é uguale alla somma
dei coefficienti dei termini di grado dispari,allora x =— 1 € zero del polinomio.

Scomposizione di un binomio del tipo x" + a"

Il binomio x"—a" & divisibile per (x — a) e si ha:
x"—anh= (X _ a) (xn-1 + xn-Za g e + an-1)_

Es. xX°— 32=x°-2°=(x-2) (x* +x3.2 + x2.22 + x .2% + 2%),

Se n é dispari il binomio x" + a" & divisibile per (x + a) e si ha:
x"+a"=(x+a)(x""-x"2a+..... +a"™).

Es. °+1=x3+1"=(x+1)(x*= 31 +x212—- x 13 +1%) =(x+1)(x*= x>+ x2— x+1).
Scomposizione di un binomio differenza di cubi
A’-B*=(A-B)(A2+AB + B?
Es. y*—27=y3-33=(y-3)(y?+3y+9)
Scomposizione di un binomio somma di cubi
A*+B3= (A+B)(A2-AB + B?

Es. x3+1=(x+1)(x2=x +1).

Osservazione
Se n e pari il binomio x" — a" nella variabile x si scompone come differenza di due quadrati.
Es. x5—25=(x3)2—(2%)%= (x3+23)( x3- 23) = (x+2)(x>— 2x+ 4) (x — 2)(x?+ 2x+ 4).

17
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PERCORSO PER LA FATTORIZZAZIONE DI UN POLINOMIO

Raccoglimento del fattore comune

\——’/

Binomio Trinomio Quadrinomio

A" + B" (A +B)?

Raccoglimento
Parziale

18
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2.11. Cenni sulle frazioni algebriche

Sono frazioni che presentano al denominatore monomi o polinomi.

b’ —
Es. a ;x56 6

5 sono frazioni algebriche.
xy x -1 y-4

Nota. g esiste se B = 0.

x-5

2
X -

Es. La frazione

esiste se x2—1 = 0 ovvero x # =1 (C.E.).

Le regole di calcolo sulle frazioni algebriche sono le stesse adoperate per le frazioni numeriche.

Semplificazione
2-1 +1)(x—1 +1
Es. xz :(x ) ):x con x#0Ax #1.
X —x x(x—-1) X
Moltiplicazione
Es. x2—5 ) 3x -3 = X5 . 3(x—12 = 3 con x=+1 Ax=#5.
x=1 x"-10x+25 (x+1)(x-1) (x-5) (x+D(x-5)
Divisione
Es. 6 : 29 =6 . WDy _20+9 con x# 4.
y-4 y -16 y-4 9

Somma algebrica

Es 1. i+ 25 - 25x =§+
x x-x x -1 x

5 3 Sx _
x(x-1) (x+1D(x—-1)

3(xX* =D +5(x+1)-5x" 3x*=3+5x+5-5x> —2x*+5x+2
= = = > con xzxl A x #0.
x(x+1)(x-1) x(x+1)(x-1) x(x”=1)

(2y—3 3y

Es2. L 2= 2y =1 _
y oy (2y+3)2y-3)  y(@2y+3)

y y' 4y’ -9

3
cony=0 Ay 7&—5.
Elevamento a potenza

3 3
Es. (x—_lj = M con X # _E_
( 2

2x+3 2x+3)3

N.B. Per la ricerca del (m.c.m.) e del (M.C.D.) di polinomi sono valide le regole studiate per la

ricerca del (m.c.m.) e del (M.C.D.) dei monomi.
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Esempio
Trovare il M.C.D. ed il m.c.m. dei seguenti polinomi: x?—1; 2x—2; x?—=3x+2; x> —2x+ 1.
Scomponiamo i polinomi:
e X2—1=(x=-1(x+1);
o 2x-2=2(x-1)
e X°—3x+2=(x-1)(x-2);
o X2-2x+1=(x—-1)2
Pertanto si ha:
M.C.D.= x-1;

m.cm. = 2 (x = 1)2(x + 1)(x — 2).
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CAPITOLO 3

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI PRIMO GRADO

3.1. Identita

Def. L’identita € I'uguaglianza tra due espressioni che, in generale, € verificata per qualsiasi
valore numerico dato alle variabili.

Es. x(x+1)=x2+x, (x*1)?=x2+2x+1,x2—1=(x+1) (x-1) sono uguaglianze che
esprimono regole, sono verificate Vx € R e si dicono identita.

2
X —

1
L’'uguaglianza =x+1 €& unaidentita condizionata in quanto x—1 =0 .

3.2. Equazioni algebriche ad una incognita

Problema 1
Fra quanti anni I'eta del nonno sara quadrupla dell’eta del nipote, sapendo che oggi il nipote
ha 15 anni ed il nonno ha 75 anni?
Chiamiamo con x (incognita) il numero di anni richiesti.
Fra x anni I'eta del nipote sara (15 + x) e quella del nonno sara ( 75 + x ).
Condizione in linguaggio naturale: eta del nonno quadrupla dell’eta del nipote.
Condizione in linguaggio simbolico: 75 + x = 4 (15 + x) (equazione risolvente).
La suddetta uguaglianza ¢ verificata solo per x = 5 come ¢& facile verificare.
Il numero 5 si dice soluzione o radice dell’equazione risolvente.
Problema 2
Trovare i lati di un triangolo rettangolo le cui misure sono tre numeri interi consecutivi.
Siano x, (x+1)e(x+2) le misure dei lati del triangolo, con x > 0.
Per il teorema di Pitagorasiha (x+2 )2=x2+ (x+1? 5> X +4x+4=x2+x2+2x+1 >
—x? — 2 x — 3 =0 (equazione risolvente).
Questa uguaglianza & verificata per x = 3 (accettabile) e per x = — 1 (non accettabile).
Pertanto le misure dei lati del triangolo sono i numeri 3, 4 e 5.

Def. L’equazione é 'uguaglianza tra due espressioni che, in generale, é verificata per particolari
valori dati alle incognite. | numeri (o espressioni) che verificano l'uguaglianza si dicono soluzioni o
radici dell’equazione.

Il grado di un’equazione ad una incognita & dato dal massimo esponente dell'incognita.

Es. 2x—-4=3(x-1)édi1°grado; x? — 3x = 7 & di 2° grado; x® =x* — 4 ¢& di 4° grado.

Data I'equazione A(x) = B(x), « & soluzione se A(a)=B ().
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Es. x> -3 x =- 2 (equazione di 2° grado), x =2 e x = 1 sono soluzioni come facilmente si verifica.
Osservazione

L’equazione nasce da un problema, mentre I'identita esprime una regola.
Teorema fondamentale dell’algebra

Ogni equazione algebrica [P (x) = 0] di grado n ammette n soluzioni reali o complesse, tutte o in
parte distinte o coincidenti.

Si dimostra che se il numero complesso (a+bi) € soluzione di un’equazione algebrica anche il

coniugato (a — bi) & soluzione, con i =J-1.

Pertanto il numero delle soluzioni complesse di un’equazione algebrica &€ sempre pari.
Corollario

Ogni equazione algebrica di grado dispari ammette almeno una radice reale.
Principi di equivalenza

Due equazioni si dicono equivalenti,in un insieme (dominio), se le soluzioni della prima
equazione sono soluzioni della seconda e viceversa.
1° Principio di equivalenza

Sommando ad ambo i membri di un’equazione uno stesso numero o una stessa espressione C,
avente lo stesso dominio dell’equazione, si ottiene un’equazione equivalente alla data.
In simboli si scrive : A(x) = B(x) & equivalente all’'equazione A(x) + C =B(x) + C.

Conseguenza: in un’equazione & lecito trasportare un addendo da un membro allaltro
cambiandolo di segno.
2° Principio di equivalenza

Moltiplicando o dividendo ambo i membri di un’equazione per uno stesso numerom =0 o per
un’espressione C = 0 si ottiene un’equazione equivalente alla data.
In simboli si scrive : A(x) = B(x) & equivalente all’equazione m A(x) = m B(x).
Conseguenze

1. FE’ lecito cambiare di segno ambo i membri di un’equazione.

2. FE’ lecito dividere ambo i membri dell’equazione (tutti i termini) per uno stesso numero non

nullo (semplificazione).

Es. 300 x? — 500 x = 700 dividendo tutti i termini per 100 siha 3 x?-5x=7.

N.B.

E’ lecito dividere tutti i termini di un’equazione per una stessa espressione m(x) = 0.

Es. 2x?2-3x*=0 se il dominio dellequazione & dato dai reali non nulli (x # 0) & lecito

dividere tutto per x? e 'equazione diventa 2 — 3 x2 = 0.
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3.3. Risoluzione delle equazioni di primo grado ad una incognita

Procedura
1) Si sciolgono le parentesi.
2) Si eliminano eventuali denominatori (basta moltiplicare tutti i termini per il m.c.m.
dei denominatori).
3) Siisolano i termini con I'incognita (trasporto).
4) Sommando i termini simili si ottiene un’equazione del tipo a x = b.
Discussione

b
I) Se a # 0, dividendo ambo i membri per a, si ha la soluzione x = — ('equazione € determinata).
a

) Sea=0eb #0siha 0.x=b #0 (I'equazione € impossibile).

lll) Se a=b =0 siha 0.x=0; 'equazione ¢ verificata Vx € R ('equazione & indeterminata).

Es. 2(x—1)+1—_x:§+3x_) 2x=2 + v _ 3 +3x > (mecm.=6) -

3 2 6 3 2 6
2(2x-2)+3(1-x)=5+18x > 4x-4+3-3x=5+18x > 4x-3x —18x=+4-3+5 >
—> -17x=+6 > 17x=-6 —> 17« =—£—> x:_i_

17 17 17

Nota sul calcolo delle formule inverse
In ogni formula, con n variabili, note i valori di (n — 1) variabili & possibile trovare il valore della

variabile non nota (assunta come incognita).

Es 1. v=vo—at(incognitat)—>at=v0—v—>t=VO_V cona #0.
a
Es2 3s=2ta-5tk+2(incognitat) > 5tk—-2ta=2-3s —» t(5k-2a)=2-3s >
->t= 23 con 5k—-2a #0.
S5k—2a
Es 3 i+l: i;(incognitaq)_)lz i_i _)l:p;f_)qzi
P qa f qg f »p g o r—f
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3.4. Cenni sulle equazioni fratte

Sono fratte le equazioni che presentano I'incognita in almeno un denominatore.

2
Xre . _X 3; §=L+ 3 e 223 sono equazioni fratte.

Es. = +3; >
x—1 2x-2 x x+1 x" +x X

Le suddette equazioni si risolvono con lo stesso procedimento delle equazioni intere, tenendo
presente che sono accettabili le soluzioni che non annullano il m.c.m. di tutti i denominatori.

3 +2= x—+1; m.c.m. =1 —x # 0 — x # 1 (condizione di accettabilita).

1-x 1-x

Es 1.

Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per (1- x) si ha:
3+2(1-x)=x+1 > -2x—x=-3-2+1 >-3x=-4 —>x= %(éaccettabile).

3 3 d _>§+ 3 — ;m.cem.=2(x-3)#0—>
3—x x-3 2 x-3 x-3

— x# 3 ¢ la condizione di accettabilita (C.A.) della soluzione.

Es 2.

Moltiplicando ambo i membri dellequazione per il m.c.m. si ha:
3x-3)+6=2x > 3x-9+6=2x—> x=3 (non & accettabile) e pertanto I'equazione non
ammette soluzioni.

N.B. m.c.m. =0 & la condizione di esistenza di tutte le frazioni presenti nella equazione.

3.5. Disequazioni algebriche

Disuguaglianze numeriche

Dati due numeri reali a e b diremo che:

1) a=b< a-b=0 uguaglianza;

2) a>b< a-b>0 disuguaglianza;

3) a<b< a-b<o0 disuguaglianza.

Proprieta

12 A< B = A+C= B+C conA, Be C numerireali o espressioni algebriche.
22 AZB=mAZmB con meR".

3 ASB=mAZmB con meR .

Conseguenza: in una disuguaglianza numerica o algebrica & lecito cambiare tutti i termini di segno
cambiandone il verso.

1 1 , . . .
42 aSb= —=— con a e bnumerireali (non nulli) concordi.

a b
Es. 2<10=> +> L . 3<_p 1.1
2 10 3 2
52 a< b< a"< b" con n dispari. (?)

Senépari la() €verase a e b sono entrambi positivi.
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3.6. Risoluzione delle disequazioni algebriche di primo grado ad una incognita

Le disequazioni algebriche ad una incognita sono del tipo A (x) = B (x).
Il numero « & soluzionedi A (x) < B(x)se A(a)< B(a).
Es 1. 2x—10>7x -3, x =5 & soluzione?
Verifica: 2(5)—10>7(5)-3 — 10-10> 32 — 0> 32; quindi 5 non & soluzione.
Es 2. 2x>8;x=6 é&soluzione; infatti 2.6 > 8 ;anche x = 4,01 & pure soluzione.

E’ ovvio che la disequazione 2 x > 8 ¢ verificata Vx e R: x > 4.

Pertanto l'insieme delle soluzioni & S={xeR:x>4}=(4; +o).

La linea continua indica l'intervallo dove la disequazione ¢ verificata, quella tratteggiata indica
dove non & verificata.

Il simbolo “0” nel grafico indica estremo escluso.

Il simbolo “.” nel grafico indica estremo incluso.

La procedura per risolvere le disequazioni di primo grado ¢ la stessa di quella adoperata per le
equazioni, tenendo presente che cambiando tutti i termini di segno cambia il verso della

disuguaglianza.

Es 1. —3x>5—>3x<—5—>x<—§ oppure S = (- ;—%).

>
Es2. 2x<6 — x<3 oppure S=(-;3].
X 3
*——— =

3.7. Disequazioni fratte

Sono fratte le disequazioni che presentano I'incognita in almeno un denominatore.

Esempi
+2 2x—1
al < al +3; §> 6 + 23 e al < 0 sono equazioni fratte.
x—1 2x—2 x x+1 x"+x x+4
Risoluzione delle equazioni fratte del tipo :E—x; =0
X

La condizione di esistenza (C.E.) della frazione € B(x) # 0.

Nota 1. % >0 se N e D sono concordi; % <0 se N e D sono discordi.

Quindi, per trovare il segno della frazione occorre studiare il segno del numeratore e del

denominatore risolvendo le disequazioniN >0 e D > 0.
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Es 1. 2x—43 <0 ;la C.E. & x+4#0— x#—4.Troviamo il segno del N e del D:
X+

N=2x—3>0—>2x>3—>x>%;

D=x+4>0 > x>-4.

N (- o>

D ——mmm

%%‘ ******************** O
+ - +

La disequazione é verificata per —4 <x < % oppure S=(—-4; % )-

Nota 2. N non esiste nel punto indicato col simbolo “X ",

_3>0 e verificata per x<-4 v x> 5

La disequazione
x+4

Es 2. -1 25 > x_l—SZO - —x—1—5(2—x)20_>
2—x 2—x 2—x

—-1-10+ -11
ﬂzo»“ 20 con 2—-x#0 > x#2.
2—x 2—x
Studiamo il segno del numeratore e del denominatore della frazione:

N=6x-11>20 —x 21—61;

D=2-x>0 >x< 2.

X E 2

N e

D ————y— = >

b
+ -

La disequazione & verificata per % <x<2 oppure S=] E; 2).

“ ”
.

Nota 3. % =0 nel punto indicato col simbolo

Casi particolari

1) 3>0 se N e D concordi, quindi x—3>0 — x> 3.
x_

2) — 3<0 se N e D sono discordi, quindi x—3>0 — x> 3.
x_

3) — >0 se N e D concordi, quindi x+2<0 > x<-2.

x+2
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3.8. Sistemi di disequazioni lineari ad una incognita
A(x) z
B(x) <

Sonodeltipo < ...l
C(x) 20

Con A(x), B(x) e C(x) di primo grado.

Il numero x = @ € R é soluzione del sistema se verifica tutte le disequazioni che formano il

sistema. Pertanto il sistema é& verificato negli intervalli dove le disequazioni sono
contemporaneamente verificate (ovvero negli intervalli dove le linee sono tutte continue).
Se S4; S2; .....Sn sono le soluzioni delle singole disequazioni del sistema,la soluzione del sistema

éS=S1ﬂ32m ..... r\Sn.

x—220

Es. {2x—13<0 .Risolviamo le tre disequazioni del sistema:
x—=1>0

12, x—-22>0—> x=>2 oppure Si=[2;+ 0);

22, 2x-13<0 > x<% oppure Sz=(—oo;%);

3% x—1>0—> x>1 oppure Sz3=(1;+x).

13
1 2 2
P
22 —_——— >
3
. . . 13
Pertanto la soluzione del sistemaé S=S1 NS, NSz =[2; ?).
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CAPITOLO 4

| RADICALI

4.1. Introduzione
L’equazione x"=a conac R edne N A n >2 ammette la soluzione x =4/Z.
La scrittura {/a  si legge radice ennesima di a, n si dice indice del radicale ed a si dice radicando.
Siha:
K/Z =x < Xx"=a.
Essendo (%T =a possiamo dedurre che l'operazione di estrazione di radice & linversa

dell’elevazione a potenza.

Es. \/325 perché 52 = 25; \/g = — 5 perché (-5)?= 25 e quindi si preferisce scrivere
+4/25=+5; 3/8=2 perché 2°=8 e Y-8=-2 perché (-2)® = — 8; ed essendo
~ 38=-2 siha ¥-8=-13/8.

N.B. +Ja esiste neirealise a>0.

Pertanto la condizione di esistenza del radicale %/ A(x) (indice pari) € A(x) >0.

Es. +x—-1 laCE. € x-12>20 —-x>1.

Un radicale di indice dispari esiste in R se esiste il radicando.

Es. 3 esiste se x2— 9= 0 ,ovvero x=# 3.

x*=9

Proprieta invariantiva dei radicali
Moltiplicando o dividendo l'indice di un radicale e I'esponente del radicando per uno stesso

numero k # 0 si ottiene un radicale equivalente al radicale dato.

In simboli si scrive %a™ ="¥a™ = "{a™ .

Per semplificare un radicale basta dividere il suo indice e I'esponente del radicando per il loro
M.C.D.

Es1. 425 =4/5* = 5.
Es2. 3x° =¥,

Osservazioni

1. Nel semplificare un radicale non bisogna alterarne il valore.
Es1. (37 =49 =43 = 3.
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2. Se nel semplificare un radicale, I'esponente del radicando con base negativa, da pari

diventa dispari occorre scrivere la base del radicando in valore assoluto.

Pertanto la semplificazione 4/(-3)> = V=3 & errata.
Es1. /(27 =2 =+2.

Es2. ¥ = 4.

Es3. Wx' =4

Osservazioni.
° \/;<a se a>1;
. \/;>a se O<a<1;

) \/Z=a se a=0v a=1.

ES. l — l > l .
4 2 4
Definizione
xse x>0 A(x)se A(x) >0
|x|: 0 se x=0. Ingenerale si ha |A(x)| =< 0seAx) =0
-x se x<0 -A(x) se A(x)<0
Esempio

4.2. Operazioni sui radicali

Moltiplicazione

Regola: ta 4/b=%ab.
Es. 347=+3.7=+21. Nota. VA .4 =A (conA >0).

Divisione

Regola: %:VE:n% conb #0.
R L
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Riduzione di piu radicali al m.c.i.
Es. \3; 3\/?; 4\/; m.c.i. =m.c.m. (2 ; 3 ; 4 ) = 12. | radicali ridotti al m.c.i. sono:

1336 ; 1\3/}; 1\3/?; ( ottenuti dividendo il m.c.i. per ciascun indice del radicale e moltiplicando il

quoto ottenuto per I'esponente del radicando).

Es.ﬁ.i/_=@%/27=%/ﬁ.

Applicazione: confrontare i due radicali \/g e 3\/5 :

Riducendo al m.c.i. siha: ¥/5° e §9> > /5> 13/9.
Trasporto di un fattore sotto il segno di radice

1) Se il fattore & positivo si ha:
atlb =4/a" Yo =4a" b
Es 1. 2W=W.
Es2. 546 =+56.

2) Se l'indice del radicale € dispari e il fattore negativo si ha:

x.*4a = 2x* 3 con keN".
Es. —245 =—32°5 =3/(-2)’5 =4-85 =340 =-40
3) Se l'indice & pari e il fattore negativo si ha: xa = - \/|x|Ta.
Es 1. —2\/_=—\/?=—\/E_

(3-x)* se x<3

Es 2. (3—x)\/;= 0 se x=3
2
— |3—x|ase x>3
x 3
*~-———————————=>
3-x>20

. o Nx™ a sex>0
In generale siha: x4%/a = Py
-2{‘/|x| a sex<0

Trasporto di un fattore fuori il segno di radice

Dato il radicale A/a™ con m > n, dividendo m con n si ottiene quoto q e restor.

Essendo m=n.q+r siha:
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Es 1.

Es2.  \(-2)>5=|-2|V5=2V5.

Somma algebrica di radicali simili

Sono simili i radicali che hanno lo stesso indice e lo stesso radicando.
1
Es. - 5\/5 e 5 2 non sono simili, mentre — 5\/5 e 7\/5 sono simili.

Regola: la somma di piu radicali simili € un radicale simile ai radicali dati che ha per coefficiente la

somma dei coefficienti.

Es1. 23 -73=-543.
Es2. 2-22-2=(-2-2=(FE 2 <o 2,
2 4

Es3. 23 - 18- V27 50 =23 23__53 J522 =
=243- %.2\/5— %.3\/5—5\/5 =(2-1)3 +(—§—5)\/§= \/_—1?7\/5.

Elevamento a potenza

Si dimostra che:
Y - T
Es1. (V5) =5 =
Es 2. (243 -+2)2 = (23)> +22V3)(—v2) +(—+2)’=43 -4 J6+2 =14- 4 6=
=2(7-24/6).

Radice di radice

Si dimostra che:
Vxfa ="
Es 2. 235 = {12235 = (VV2'3°5 = 41695= oo
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4.3. Razionalizzazione del denominatore (numeratore) di una frazione

Siano A e B due espressioni irrazionali. Se A . B = numero razionale, si dice che B & fattore

razionalizzante di A e viceversa.
1) |l fattore razionalizzante di a Jb & \/Z; infatti av/b /b = ab.
2) |l fattore razionalizzante di (a+v/b + c\/g) e (ax/Z— c\/g);
infatti (avb+ c/d ) (avb—cd ) = (avb 2 - (cvd }? = a?b - c?d.
Es. IIF.R. di (242 +1) ¢ J2-1).

3) |l fattore razionalizzante di Ya” & 4a"™".
Es. IFR.diVx> & 3x’.

Per razionalizzare il denominatore (numeratore) di una frazione basta moltiplicare il numeratore
e il denominatore per il F.R. del denominatore (numeratore).

Razionalizzare il denominatore delle seguenti frazioni

V2 5V243 56 56
73 733 73 21

V-1 (f5-D@V5+3) _ 10+3V5-205-3 _ 7445 7445
245-3 (25 -3)(2V5+3) (Zﬁ)z_(3)2 45-9 11

Es 3. =

. . . . 5
Es 4. Razionalizzare il numeratore della frazione

Es 1.

Es 2.

_Jx

x+1

5-x _ 5-vx)5+x) S -(Gx)? | 25-x

2+l (4DGHVE) DGR +DG+x)

Nota. L'utilita di razionalizzare il numeratore di una frazione si pu0 presentare nel calcolo del

limite della forma indeterminata + oo — 0.

. YTV im (D)) lim Ll im —~ =D
X—>+0 \/5 X—>+00 \/§(x+\/;) X—>+00 \/g(X'i'\/;) X—>+00 \/_x (l+ \/;

x—1
lim ———5= =+ (conx>0).
\/5(1+\f)
X
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4.4. Radicali doppi

Sono del tipo Ai\/E. Se A2 — B = C? il radicale doppio si puo trasformare nella somma di

due radicali semplici con la seguente formula:

12d5 - \/A+ci\/A—c
2 2
—— 1 10— 1
£s . I0-47 2\/0;5_\/ Ozsz\/?s_\/%'

La trasformazione & stata possibile perché A>—B = 102-75 = 25 = 52 .

Es 2. ya++2a-1 = \/a+(g—l)+\/a—(g—l) =\/2a—1+ l

2 2

La trasformazione & stata possibile perché A?—B=a?’-(2a-1)=(a-1)%

Nota sulla risoluzione delle disequazioni con coefficienti irrazionali

Risolviamo la disequazione 2\/§x —6>7x;laprocedura (-7 + 2\/§)x >6 > x> %2\/5
-7+

e errata perché il coefficiente della x & negativo.
La procedura corretta,invece, é 23x-6>7x —> -7+ Zﬁ)x > 6; cambiando ambo i membri

-6

7-23°

di segno ed il verso si ottiene (7 — 2\/§)x <-6-—>x<

4.5. Potenze con esponente frazionario

Si dimostra che:

m

m
a" = \a" e viceversa AVa" = a".

3 2 1
Es1. 22 = 2. Es2. 20 = 210 =25 = 32,
1 1 2 " z
Es3. - == 5= 3 Es4. 4 f(x)" =f(x)".
x3
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4.6. Cenni sui numeri complessi

Abbiamo visto che I'operazione di estrazione di radice con indice pari &€ possibile nei reali se |l
radicando non & negativo. Per rendere possibile tale operazione, anche con radicando negativo,
sono stati introdotti i numeri immaginari.

| numeri immaginari sono del tipo bi, coni?=—-1e beR.

Es. -4 =+4i" =2i( i dicesi unita immaginaria).
I numeri complessi sono del tipo (a=* bi) con a e b reali relativi ed i 'unita immaginaria.
I numeri complessi (a+bi)e (a—bi)sidicono coniugati.

Se a =0 il numero diventa + bi e si dice immaginario, mentre se b = 0 si hanno i numeri reali.

Inoltresiha: B=i2.i=—1.i=—i; “=i2.2=(-1)(-1)=+1; P=i4i=i ®=i"i2=-1;
i"=itiP=+1.(-i)=-1i ecc.
I se r=0
o 1 se r=I1 .
Ingeneralediha i" = essendo r il resto della divisione n : 4. (*)
-1 se r=2
-ise r=3

Operazioni sui numeri complessi

Addizione
Es. (5-7i)+(3+10i)=8+3i; (a+bi)+ (a— bi)=2a (reale).
Sottrazione

Es. (-3+40)—(5-> i)=-3+4i-5+>i=—g+[4+2]i=— g+
2 2 2 2

Moltiplicazione
Es.(5-2i) ((2+3i)=-10+15i+4i-6i?=-10+19i—-6(—1)=-4+19i.
Siha: (a+ib) (a—ib)=a?—-(ib)>=a%-i% b=a?+ b?(reale).

Divisione

a+bi= (a+bi)(c—di) _ A+Bi _ A N B i
c+di (c+dic—di) c*+d> F+d> F+dE

4-2i  (4-20)(5+i) _20+4i-10i+2_26-6i 3

5—i  (5-0)(5+i) 26 26 13

Es.
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Elevamento a potenza

Es1. (3-4i2=9-24i+(-4i)?=9-24i+1612=9-24i+16 (-1)=—7 — 24i.

Per calcolare i" basta applicare la (*).
Es2 (2-3iP=22+3.22(-3i)+3.2(-3i+(-3i)*=8-36i+54i2-27i%=

=8-36i+54(-1)+27i =8-36i—-54+27i=-46-9i.
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CAPITOLO 5

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI 2° GRADO AD UNA INCOGNITA

5.1. Introduzione

La piu generale equazione di secondo grado ad una incognita, ridotta in forma normale, & della
forma:

(1) ax?’+bx+c=0 con a, b,ecnumerirealieda #0

llnumero « & soluzionedella(l)se aa’+ba+c=0.
a ¢ il coefficiente del termine quadratico;
b ¢ il coefficiente del termine di primo grado (o lineare);

¢ ¢ il termine noto.

5.2. Risoluzione delle equazioni di secondo grado incomplete

1° caso
Se c=0eb =0la(l) diventa ax?+bx =0 e sidice spuria o impura.

Risoluzione: ax*+bx=0 - x(ax+b)=0 —>x=0v ax+b=0.

. b
Pertanto le soluzioni sono: x1=0 e X =— —.
a

7
Es. 5x°-7x=0 >x(5x-7)=0 > x=0v 5x—7=0—>5x=7—>x=§.

Quindi l'insieme delle soluzioni & S = {0; %}

2° caso

Se b=0ec =0 la(l) diventa ax?+c=0 e sidice pura.

. . c c
Risoluzione: ax?+c=0—> axt=—-¢c > xX*=—— > x=1_[——.
a a

- , c . .
Le radici sono reali ed opposte se — —> 0 ovvero se a e ¢ sono discordi.
a

2 25 5
Es 1. 4x2—25=0—>4x2=25—>x2=75 —>x=i1{T=iE.

Es 2. 9x%+ 4 =0; essendo a e ¢ concordi I'equazione non ammette soluzioni reali.

[ 4 2
Risoluzione: 9x*=-4 — x=+ By = igi; essendo i = V-1 (unita immaginaria).
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Oppure: 9x>+4=0 — (3x)>~ (2> =0 — (3x+2i) (3x-2i) > 3x+2i=0 v
3x-2i=0 —)xzigi.

3° caso
Se b=c=01Ia(l) diventa ax?> =0 e si dice monomia.
Risoluzione:ax? =0 - x%2=0 > x.X=0 =2 x1=x2=0.

Es. 7x>=0 > x2=0 - x.x = 0— x =0 (soluzione doppia).

5.3. Risoluzione dell’equazione completa

ax’+bx+c=0 cona #0

Moltiplicando ambo i membri per 4a e sommando +b? e - b? siha:

4 ax? + 4abx + 4ac + b~ b>=0 —> (2a x + b)?=b?—4ac — 2ax+b = £b’ —4dac —

_b+4/b% =
—>2ax=-b +4b* —dac - x= b++b 4ac'

2a

Quindi le soluzioni dell’equazione sono date dalla seguente formula risolutiva

—bt/A
20

X

essendo A =b’ —4ac il discriminante dell’equazione.

Esempi

1. 5x2—4x—-1=0.Essendo A=b>—4ac=(—4)?-4.5-1)=16 + 20 = 36, applicando la
formula risolutiva si ha:

Lo TbEVA _4xy36 46 4-6_ 2 _ 1446
2a 10 10 ° 10 10 5 10

2. 4x>—4x+1=0.Essendo A =(—4)>-4.4.1=16-16 =0 si ottiene
b -4 1
X=Xpo=— — =— —— = —,
2a 8 2
3. 2x2+3x+7=0.Essendo A=32-4.2.7=9-56=-47siha:
« = —3+-47 _ —Sii\/47(
4

4

soluzioni complesse coniugate).

Osservazioni
1) Se A > 0 l'equazione ammette soluzioni reali e distinte.

2) Se A=0 [l'equazione ammette soluzioni reali coincidenti.

37



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI 2° GRADO AD UNA INCOGNITA

3) Se A< 0 lequazione ammette soluzioni complesse coniugate

Data I'equazione: ax?+b x+c=0 cona = 0; seb =2k, si pud applicare la seguente formula

a 4

b \/X
ISR A (b)Y
risolutiva ridotta: x= —2 14 (E) —ac.
A .
Es. 5x?—-22 x+17 = 0. Essendo " =(-11)>-5.17 =121 -85=36 si ha:

+ + -
:11_5\/%:115_6_))(1:11 6_%21 e x, = =—.

Risolvere le seguenti equazioni con coefficienti irrazionali

—(\3-2)x-2+3=0.

Essendo A = (=3 +2)>—4(-2/3)=3+4-43+8V3=7+4 3 e JA=17+43 =

=7+ /48 = ‘/7T+1+‘/77_1= 243 (A2=B=72-48=1).

Pertanto si ha: x = \/§—2J_r2(2+\/§) - xi= \/5_2;2_\/5: _24—

_ \/5—2-;24-\/5:2\2/5:\/?'

Nota. A = (—+/3 +2)*— 4 (=2+/3)

=3+4-43+83=3+4+43 =(3+2 >
_ ﬁ—zim: V3-2+2+43)
2 2 '

2. B 23 =0 o> x (i —29T) =0 > x1=0 v Bx_2v7 _22

NE]
_2J243 246
N

+2\/5—x_x\/§—1 (2\/5 x)\/_ (x\/g—l)\/g +4—x/§x_3x—\/§
3.\/5\/5—2\/3%\/5 \/_\/__2\/3\/3_)\/5 ST
—>6J§+12-3J§x=3x—ﬁ—>(3ﬁ+3)x=\/§+6\/5+12—>x=—m.
34243

_)

Teorema

Si dimostra che se a + i e soluzione di un’equazione algebrica, anche o — 1 e soluzione

Essendo il numero delle soluzioni complesse di un’equazione algebrica pari, ne consegue che
ogni equazione algebrica di grado dispari ammette almeno una radice reale

Es. x2—2x+6=0. Essendo %=1—6=—5 siha x=1£+/=5=1%/5.
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5.4. Relazione tra le radici ed i coefficienti di un’equazione di secondo grado

Abbiamo visto che le radici del’'equazione ax?+bx+c=0 sono:

_—b-vA _—b+A
a

2a

X1 Xo essendo A =b* —4ac.

Somma delle radici

—b-vA  —b+JA _ —b-JA-b+JA 26 b
S=X1+X2= + = = = —
2a 2a 2a 2a a
Prodotto delle radici
—b-+JA_ —b+JA . B -A b b +dac c
P=x1.x2=( ). ( )= —= > = —,
2a 2a 4qa 4q a
. b c
Pertantosiha: S=x1+xx=—— e P=x1.X2= —.
a a

Osservazione
Dividendo ambo i membri dell’'equazione ax?+bx+c=0 per a0 si ottiene:
X% + éx+ 20> x*-Sx+P=0 (m)
a a
Applicazioni

Es 1. Data I'equazione 4 x> — 7x — 3 = 0 trovare la somma e il prodotto delle radici.

Si ha: S=X1'|'X2=—2=Z e P=X1.X2=£=—§,
a 4 a 4
Es 2. Dellequazione 7x*—3x—-4=0 & nota laradice xs =— ; trovare Xxo.
3 4 3 4 3
Essendo x1+x;= = > — —+Xo= = > Xp= —+— =1,
7 7 7 7 7

Es 3. Trovare I'equazione di secondo grado le cui radici sono —7 e + 3.

Essendo S=-7+3=-4 e P=(-7) (+3) =-21,applicando la ( Il ) si ha 'equazione
x2+4x-21=0.

Es 4. Trovare due numeri la cuisomma &€ —1 ed il loro prodotto & —72.
| due numeri richiesti sono le radici dell’equazione x>+ x—-72=0.

Es 5. Risolvere I'equazione x? + x —42 = 0 senza usare la formula risolutiva.

Essendo S=x;1+x2=—1e P =x;.%x2=-42, le soluzioni sono i numeri —7 e + 6.
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5.5. Scomposizione di un trinomio di secondo grado

Dato il trinomio ax?+bx+c cona #0;se A >0 raccogliendo asiha:
2 2, b ¢ 2
ax*+bx+c=a(x*+ —x+—)=a[x—(X1+ X)X+ X1.X2]=
a a
=a[x(x=x1)=Xx2(x=x1)] =a(x—x1)(x—x%2) essendo x1 e x2 gli zeri del trinomio.

Otteniamo quindi

ax’+bx+c =a(x-x1)(x-x2) (1)

Es 1. Scomporre il trinomio 2 x>—3 x + 1.

Essendo gli zeri del trinomio i numeri % e 1 applicando la (lll) si ottiene:

2l )= @x= 1) (x= 1),

2x2—3x+1=2(x—%)(x—1)=2(

1
Es 2. Scomporre il trinomio 9 x> — 6 x + 1. Essendo gli zeri x4 =x;= § si ottiene:

1 3x—1. 3x-1

1
I9x2—B6x+1=9(x——-)(x=—=)=9 = (3x-1).
(=) (= 3) =9 (=) (5—)= (Bx-1)
B o b g _ b
Nota. Se A=0 x4=x2=- — e quindisi ha: ax +bx+c—a(x+2—).
a a

5.6. Regola di Cartesio

La regola di Cartesio permette di stabilire il segno delle radici reali (A >0) di un’equazione di
secondo grado senza risolverla.

Si chiama variazione la sequenza di due segni discordi, permanenza la sequenza di due segni
concordi.

In simboli: v significa variazione e p significa permanenza.

Regola
L’equazione ax?*+bx+c =0 con A>0 ammette per ogni variazione dei coefficienti a; b; ¢

una radice positiva e per ogni permanenza una radice negativa.

a b c P=c/a | S=-b/a]| X Xy

+ + + + - - -

+ - + + + + +

BEEEREE R

-] - R
Applicazioni

Stabilire il segno delle radici delle seguenti equazioni (con A>0) :
1. l'equazione 2x?— 3x—-1=0 presenta1ve1p, pertanto le radici sono discordi;
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2. l'equazione 3 x?+ 24 x+2 =0 presenta 2 p, pertanto le due radici sono negative;

'equazione 4 x2—25x+ 2 =0 presenta 2 v, pertanto le due radici sono positive;

4. lequazione 4x?>+4x+1=0 presenta 2p e A =0, quindile radici sono coincidenti
negative;

5. l'equazione 25x>—10x+1=0 presenta 2v e A =0, quindi x1=x2>0.

w

5.7. Risoluzione di particolari equazioni di secondo grado

Equazioni del tipo [A(x)]* = « con A(x) di primogradoe @ € R
Si hanno i seguenti casi:

1. se >0 siha A(x) = i\/g;

2. se =0 siha [ AX)]?=0; A(x) =0 presa due volte;

3. se a <0 l'equazione non ammette soluzioni reali.

Es1. (2x—-1)?=9 5> 2x-1= +/9 5> 2x-1=43 5>2x=1%3 > xi=—1 € x=2.
Es 2. (x—-4)’=0 -x—-4 =0— x =4 (soluzione doppia).
Es 3. (2x + 3)>=- 5 non ammette soluzioni reali.
Nota. L’equazione [A(X)]? = [B(x)]*> & equivalente alle due equazioni A(x) = + B(x).
Es. (x-32=(5x+1)% x-3=+(bx+1);da x-3=5x+1—> x=—1e da x-3=
=—5x+1)>x-3=-5x-1>6x=2 > x= %

5.8. Disequazioni di 2° grado ad una incognita
Premessa

La funzione f(x)=ax?+bx+c cona # 0 rappresenta nel piano cartesiano una parabola
con asse parallelo allasse delle ordinate, con la concavita verso “l'alto” se a > 0 e con la
concavita verso il “basso” se a <0.

La piu generale disequazione di 2° grado ad una incognita € del tipo:

ax’+bx+c=0 cona= 0.
Nota
Se a & negativo conviene cambiare il segno di tutti i termini e il verso della disuguaglianza.

1° caso

Se A >0 e a>0 laparabola taglia I'asse x in due punti distinti di ascisse xie xz.

+ +
X4 X, X

Dall’esame del grafico si deduce che:

1. ax?+bx+c>0 & verificataper x<x: v X>Xxz;

X X1 X2
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2. ax?+bx+c<0 & verificataper x;<x<x..

+1 1
Es1. 2x*-3x+1>0. Essendo A =9—8=1,siha:x=3T;X1=5;X2=1.

1
Pertanto la disequazione data ¢ verificata per x < 5 v x>1.

1
Es2. 2x*-3x+1<0 éverificataperz <x<1.

Es3. -5x2+7x>0—> 5x2-7x <0. Risolviamo I'equazione associata :

5x2-7x=0—>x(5x-7)=0—>x1=0¢e xZ=%.

7
Pertanto la disequazione ¢é verificata per 0 < x < g :

Attenzione a non commettere I'errore di risolvere la disequazione x2 — 4 > 0 nel seguente modo:
X2—4 >0 > x2>4 = x> £/4 —> x> +2 (errato !).

Procedura corretta: risolviamo I'equazione x?-4 =0 — x= =+ \/Z =2

Quindi la disequazione x>—4 >0 & verificataper x<-2 v x> 2.

1
Es 4. 4x?—-1>0. L’equazione associata & 4x>-1=0 — x = i\/;:i?

1 1
Pertanto la disequazione & verificata per x < — 5 v X > 5

2° caso

Se A=0 e a>0 il trinomio ammette zeri reali coincidenti: x;=x2=— —

2a°
In tal caso la parabola ha il vertice sull’asse delle ascisse.

y

0 X1 = X2

Dall’esame del grafico si deduce che:
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1. ax’+bx+c>0 éverificataperx;t—i e quindi S=R-{—i};
2a 2a

X

b
2a

2. ax?+bx+c<0 é&impossibile e quindi S = @.
— e >
Es1. x*—4x+4>0—> (x=-2)*>0 > x-2#0 > x=#2

2

Es 2. x>— 2x+1<0 & impossibile; mentre x? —2 x+1<0 & verificata solo per x = 1.

3° caso

Se A< 0 e a>0 iltrinomio non ammette zeri reali. Pertanto la parabola & tutta nel semipiano

|\

0

delle ordinate positive.

Dall’esame del grafico si deduce che:

1. ax?+bx+c>0 & sempre verificata e quindi S =R;

2. ax’+bx+c<0 nonammette soluzioni e quindi S = .

- >

Es1. x*+x+4>0. Essendo A=1-16=-15<0 siha S=R.

Es 2. 5x*+1<0.Essendo A<O0 glizeri sono immaginari e quindi S = .

Es3 -3x2+4x<0—>3x*-4x>0. Essendox1=OeX2=§siha

S = (cen0)u (§;+ooj.

43



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI 2° GRADO AD UNA INCOGNITA

5.9. Disequazioni fratte

Disequazioni fratte del tipo:
AQ) S, AN 5o, A o, A0
B(x) ' B(x) B(x) B

2
Es 1. X 12>0; CE: 4x—- 220> x#0Ax#4;
4x —x

N=x2-1>0 perx<—-1v x>1; D=4x-x>>0 per 0<x<4.

La frazione € positiva se N e D sono concordi e quindi la disequazione ¢ verificata per

—1<x<0 v 1<x<4.
2

: . by
La disequazione >

<0 é verificata per x<—-1v O0<x<lv x>4.

4x —x
N ~ . . . - ’ H “ ”
Nota. B non é definita nel punto indicato con il simbolo “ X”.
2
+2x+1 —-2x—-10
Es2 1- %20 sommando si ha zx—ZO;
x -9 x -9

C.E.: x*— 9% 0 — x # +3. Studiamo il segno del N e del D:
N=-2x-1020 - -2x210> 2x<-10 > x £-5;

D=x?-9>0 perx<-3v x<3.

Z x

oz o

Dall’esame del grafico si deduce che la disequazione ¢ verificata per x <-5 v —3<x<3.

2
—6x+
Es 3. w > 0. Studiamo il segno del N e del D:

x" =9
N=x2-6x+9>0—> (x—-3)2>20 VxeR ;

D=x2-9>0 per x<-3 v x<3.
+3

x
'
w

N

oz o
+J
I
I
I
I
1 I
I
|
I
—x
+

Quindi la disequazione é verificata per x<-3 v x> 3.

44



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI 2° GRADO AD UNA INCOGNITA

.| 2
Es 4. WSO;C.E.ZX2—5X+6¢O—>X¢2 e X#3;
x"—=5x+6

N=x?-10x+25 = (x—-5)2>0 Vxe R;D=x-5x+6>0 per x<2 v x<3.

Z x
N
w
3

oz o

Pertanto la disequazione € verificataper 2<x<3 v x=5.

Es5. — 1>0 se x?—1>0 equindi e verificataper x<-1 v x> 1.
x —

Es6. ——>0 se x¥*-4<0 —>-2<x<2,
x —

Osservazione

(x*+1)(x*—4x+3)<0 se x>-4x+3<0 perché il fattore (x? + 1) & positivo Vx € R.
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5.10. Sistemi di disequazioni ad una incognita di grado non minore di due

AKx) z

B(x) <
Sonodeltipo < ...

Cx) 20
Osservazione

Il numero x= a € R & soluzione del sistema se verifica tutte le disequazioni che formano il

sistema.
Pertanto il sistema & verificato negli intervalli dove le disequazioni sono contemporaneamente

verificate (ovvero negli intervalli dove le linee sono tutte continue).

2x—-3>0
Es1. {x’-4<0 . Risolviamo le tre disequazioni del sistema:
x*—x>0

3
12, 2x—-3>0 per x>§ oppure S¢= (%&ooj;

22, x2-4<0 per —2<x<20ppure82=(—2;2);

3@, x2—-x>0 per x<0 v x>1oppure S; = (—00;0)u(1;+00).

L’insieme delle soluzioni del sistemaé S=S1 S; N S3= (%2]

2x-3>0
Es 2. x'-4<0 . Risolviamo le tre disequazioni del sistema:
x*=T7x>0

12, 2x-3>0 per x> % oppure Sq = (%;+ooj;

22, x°-4<0 per —2<x<2 oppure Sz=(—2;2);

32, x2-7x>0 per x<0vx>7oppureSe,=(—00;0)u(7;+00).

27 . — _———— =

32 e
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Essendo S=S1n S2 nS3=( il sistema é impossibile.
x—2

Es 3. x+3 . Risolviamo le due disequazioni del sistema:
¥ =7x<0

x—=2

12, >0 perx<—3v x>2;

x+3

22, x?-7x<0 per 0<x<7.

>
Dal suddetto grafico si deduce che il sistema ¢ verificato per 2 <x<7.
2x+1<0 o . o .
Es 4. 5 . Risolviamo le due disequazioni del sistema:
5x"+2x-32>20
1
12, 2x+1 <0 perx S—E;
3
22, 5x2+2x-3>0 perx<—1v x>=,
1 1 3
. X 2 5
1 ¢ ——————— e
| |
2° > ————— L 77777777 l

Dal suddetto grafico si deduce che il sistema € verificato per x <-1.
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CAPITOLO 6

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI PARTICOLARI

6.1. Abbassamento di grado di un’equazione

Data I'equazione P(x)=ax"+bx™"+ ... +¢c=0 cona=#0.

Se « € soluzione dell’equazione P(x) = 0, per il teorema del resto, il polinomio P(x) & divisibile per
X —a e, se Q(x) & il quoto, 'equazione diventa (x — «).Q(x) = 0. Quindi per la legge di
annullamento del prodotto siha x— =0 v Q(x) = 0; quest’ultima equazione & di grado (n - 1).
Osservazione

Le eventuali soluzioni razionali del’'equazione P(x) = 0 sono da ricercare tra le frazioni che
hanno per numeratore un divisore di “c “ e per denominatore un divisore di “a”.
N.B. Se a =1 le eventuali soluzioni razionali sono numeri interi.

Es 1. Risolvere I'equazione 2x*-9x?+4x+3=0;a=2 e c=3.

| divisoridicsono: £1; +3. | divisoridiasono: £1; £2.

La ricerca delle radici deve essere fatta trai numeri: +1, + —, +3 e *

o | W

1
2
Ricerca: P(—1) = 2(-1)*-9 (-1)?+4 (-1)+3 #0

P(1)=2(1*-9(1)?+ 4 (1) + 3 =0, pertanto il polinomio & divisibile per (x — 1).

Troviamo Q(x) con la regola di Ruffini:

coeff.del
div.ord.completo 2 9 4|3
1 2 -7]-3
|2 -7 -3| 0 resto
coeff. del
quoto

Q(x) =2 x2—7x—3. Pertantosiha 2x*~-9x?+4x+3=0; (x—1)(2x?-7x-3) =0 e quindi
I'equazione si spezza nelle due equazioni x—1=0 e 2x?-7x-3=0.

Es 2. Risolvere I'equazione: x*+ 3 x®—7x?—-27x-18=0.

| divisoridi 18 sono: +1; £2; +3; +6; +9 ; +18 .

Essendo P(—1)=0 e P(-2) =0 inumeri —1 e —2 sono soluzioni e pertanto il polinomio &
divisibile per (x + 1) e (x + 2).

Applicando due volte la regola di Ruffini si ha :

1 +3 -7 -27|-18 Div. per (x+1)
1 1 -2 +9 |+18
coeff. Q1 1 +2 -9[-18] 0 Div. per (x+2)
-2 2 0 |+18
coeff. Q2 1 0 9]0
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Qi(x) =x3+2x2-9x—-18; Qx(x)=x2 - 9.

Quindi 'equazione data & equivalente all'equazione (x + 1) (x + 2) (x2 — 9) = 0 che, per la legge di
annullamento del prodotto, si spezza nelle tre equazioni:

x+1=0; x+2=0 e x> — 9=0 le cui soluzioni sono inumeri —1;-2 e +3.

Osservazioni

1. Se la somma dei coefficienti del polinomio P(x) & zero, 1 & soluzione dell’equazione P(x) = 0.

Es. 5x*— 7x°- 5x+7=0;essendo+5—-7- 5+ 7 =0ne segue che x =1 & soluzione.
2. Se la somma dei coefficienti dei termini di grado pari di P(x) &€ uguale alla somma dei

coefficienti dei termini di grado dispari — 1 €& soluzione.

Es. 3x*—15x*+8x—-10=0; essendo 3—10=-15+ 8 ne segue che x =— 1 & soluzione.

6.2. Equazioni binomie

Sono della forma ax"+b=0 con a #0

1° caso

Se n é dispari 'equazione ammette una sola radice reale.

Siha ax"+b=0 > ax" =— b > x" =- édacuisiha X= ';f—é.
a a

Es. 8x*-1=0—>8x%=1 —>x3=l —>x=3l =l.
8 8 2

Nota. L’equazione binomia di grado dispari ammette sempre una sola radice reale e le altre
complesse coniugate.
Se si vogliono trovare anche le soluzioni non reali dellequazione binomia ax” +b =0 occorre
fattorizzare il binomio ax" + b .
Es. *-27=0—> (x— 3)(x*+3x+9)=0—>x—- 3=0—>x=3v x2+3x+9 =0 ed essendo

A= 9-36 <0 le altre due radici sono complesse coniugate.

2° caso

Se n e pari I'equazione ax" +b=0, con aeb discordi, ammette due soluzioni reali ed opposte

b

X=+al——.

a
1 1
Es. 16x*=1=0 > x=+4—=%+—.
16 2

Se si vogliono anche le soluzioni non reali occorre scomporre il binomio 16 x* — 1.
L'equazione 25x* + 9 = 0 ammette quattro radici immaginarie ottenute risolvendo I'equazione
(5x2)*— (3i)*>= 0.
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6.3. Equazioni trinomie

Sono della forma aP(x)*+bP(x)"+¢c=0 cona #0e n>1.
Ponendo P(x)" =t si ottieniamo I'equazione at?+ bt + ¢ =0 nellincognita ausiliaria t.
Sostituendo le radici t1 e t. del’equazione at?+ bt+ c =0 nella posizione fatta si ottengono le
due equazioni:
Px)"=t1 e PX)"=t2
Es. (x*-5)*-3(x*-5)?2+2=0.

Ponendo (x>~ 5)?=t siha t?-3t+2=0con ti=1et,=2; sostituendo ti e t ; nella posizione

fatta si ottengono le due equazioni:

(x>- 5)2=1 e (x>~ 5)2= 2, le cui soluzioni sono rispettivamente: x> -5=+ 1 > x?=+ 1+5 —

Sx=+E1+5 e x2= 5=+ 2 5> x2=54+ 2 > x= £+/5+4/2 .

6.4. Equazioni biquadratiche
Sono equazioni trinomie del tipo ax*+ b x?+¢c=0 cona #0.

Ponendo x? =t (+) si ottiene I'equazione at?+bt+c=0.

Sostituendo le radici t1 e t2 nella (+) si ottengono le due equazioni:

x? =t e x? = tp, dalle quali si hanno le radici x = * /1, ex= *,/t, .

Es. x*—5x?+4=0(*); ponendo x? =t — x* = t?; sostituendo nella (*) si ha I'equazione

t?— 5t+4 =0, dalla quale si ottengono le radici ti=1et=4 e quindix?=1 e x?2=4.

Pertanto le radici dell’equazione data sono x= *1 e x= 2.

6.5. Risoluzione di particolari disequazioni di grado maggiore di due

Sono del tipo [A(x)]" > 0; [A(x)]"<0; conne N An>2.
1° caso
Se n dispari le suddette disequazioni sono equivalenti alle disequazioni:
A(x) > 0; A(x)<0.
Es1. (x—1)®*>0 & equivalente alla disequazione x—1>0.
Es 2. (2x-3)°<0 é equivalente alla disequazione 2x— 3 <0.

Es 3. x’>0 é equivalente alla disequazione x> 0.

2° caso
Se n & pari si hanno i seguenti casi:

a) [A(X)]">0 é verificatase A(x) #0 .

b) [A(X)]"<0 non ammette soluzioni e quindi S=J .
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Es1. (x-3)'>0 >x-3=0 -»S=R-{3}.
Es2 x>0 5>x#0—>S=R-{0}
Es3. (1-x32>0 >1-x2#0 >S=R—{x1},
Es 4. x* >0 é verificata Vxe R.
Es5. (1+x+x?)?2>0 se 1+x+x% # 0;essendo A <0 la disequazione & verificata Vx € R .
Es6. 2x—-1)2<0, S=0.
Es7. x* <0 é verificata per x=0.
Es8. (x*— 25)*<0 ¢& verificataper x=*5.
Disequazioni della forma A(x) B(x) C(x) = 0 con A(x); B(x) e C(x) polinomi
di grado non maggiore di due
Es 1. Risolvere la disequazione (2x-1)(x*-4)(5x-x?)>0.

Troviamo per quali valori dell'incognita x i fattori sono positivi € applichiamo la regola dei segni

per trovare il segno del prodotto:
1
Fi=2x- 1>0—>x>5;

Fo=x2—4>0 > x<—2v X>2;

Fza=5x—-x2>0 > x*— 5x<0 > 0<x<5.

+ - + - + -

Dall’esame del suddetto grafico possiamo dedurre che la disequazione ¢ verificata per
X<—2 v 0<x<% v 2<x<5,

Es 2. Risolvere la disequazione (x>— 2) (x2—-7x)<0.

Fi=x2-22>0 —>x£—\/5vX2\/§;

F2=x*-7x20 5> x<0vx2x7

La disequazione € verificata per — \/5 <x<0 v \/5 <x<7.
Nota

o

Nei punti indicati con il simbolo “e “ si annullano i fattori e quindi si annulla il prodotto.
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Es3 x*-5x°+4x>0—>x(x*- 5x+4)>0.

Fi=x>0; F2=x>-5x+4>0—>x<1v Xx2>4.

La disequazione é verificataper 0 < x <1 v x > 4.

Es 4. Risolvere la disequazione 2x*- 7x*+5 > 0.

5
Essendo 1e 5 le radici del’'equazione 2(x?)? — 7(x?)+ 5 = 0 (incognita x?) si ha:

2022 —T(x®)+5 >0 —> 2 (x2— 1) (x2— %) >0 (- 1)(2x*- 5) 2 0.

5 5
F1=x2—120;—>x£—1vx21;F2=2x2—520—>x£—\/;vx2 \/;
X -2 1 +1 +/§7

—————————————————— —_————— >

+ - + - +

5 5
La disequazione & verificata per x < — \/; v-1<x<1vx2 \/;

Disequazioni del tipo ax"+b = 0

1° caso
< . " = 4 . . - b
Senéedisparieda>0, ax"+b < 0 e verificataper x = 1|——.
a
N.B. Se a < 0 si cambia tutto di segno e si cambia il verso della disuguaglianza.

f8 2
Es 1. 27X3—8<0—>27X3<8—>x3<£ —)X<32_7 —>x<§.
27

Es2 -x3—64<0—>x3+64>0—>x3>-64 > x>3-64 > x>— 4.

Es3. x°+32<0 > x®<- 32 5> x<3i-32 > x<-2.
2° caso

Se n é pari si hanno i seguenti casi :
e ax"+b >0 conae b positivi & verificata V xe R;
e ax"+b <0 conae b negativi & verificata Vxe R;

e ax"+b=0 seaeb sono discordi sifattorizza il binomio.
52



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI PARTICOLARI

Es1. 4x*+3>0 & verificata Vxe R.
Es2. - 3 x°— 7<0 éverificata Vxe R.

Es3. 4x*-25>0 — (2x*?-52>0 ->(2x*+5)(2x*=5)>0.........

N, (x)N2 (x) ...... =0
Dl(x)Dz(x) .......

Si risolvono studiando il segno di tutti i fattori presenti al numeratore e al denominatore .

(x> =1)(x+3) 20 o (x> =1)(x+3) 20
x* —16x° x*(x* —16) '

Disequazioni del tipo

Es.

La condizione di esistenza della frazione & x?(x2—16)20 — x#0Ax # + 4.
Ny=x2—1>0 per x< — 1v x>1, No=x+3>0 perx>-3;

Di=x2>0per x#0;D2=x>- 16>0 per x<— 4 v x>4,

X 4 3 -1 0 1 4
N1 Q-————7-——— S
Ny ————————— -———&
D+ 5%,
D <> B e e i L
L ﬁ} 77777777 e—T—e 777777777777 ﬁ
- + - + + - +
Le soluzioni sono gliintervalli: — 4 <x<-3 v —1<x<0v 0<x<1v x>4,
(x> =1)(x+3)

Dallesame del grafico si deduce che la disequazione >0 ¢ verificata Vxe R /

x'=16x*

—4<x<-3 v-1<x<0 v 0<x<1v x>4,
6.6. Equazioni irrazionali

Le pit semplici sono del tipo %/ A(x) = B(x);conne NAn>2. (1)
1° caso

Se n é disparila (1) & equivalente in R al’'equazione razionale A(x) = [B (x)]" ottenuta dalla (1)

elevando ambo i membri ad n.
Es1. Yx-1-3=0—> Yx-1=3 > [Yx-1PF=33> x-1=27 > x=28.
Es2 Ix’ -8 +2-x=0 > Yxr -8 =x-2>[AVxX -8 P = (x-2P@ > x}*-8=

=x3-6x2+12x-8 5> 6x*—12x=0 > x*-= 2x=0 > x(x= 2)=0 > x1=0 e x=2.
2° caso

Se n é pari'equazione %/ A(x) = B(x) & equivalente in R al sistema:
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A(x)=20
B(x)=0
A(x) =[B()]"

Es1. 1++/19x—13 =3x - J19x—13 =3x—1(ll)

x>£
_{19x—1320 19

3x-120 sl

Quindila C.A. & ng.

Elevando ambo i membri della (ll) al quadrato si ha: 19x — 13 = (3x—1)?*—>19x-13=9x2 -6 x + 1

25+11
—> 9x°— 25x+14=0; A=625-504 =121 —>x =

7
dacui xi= —> E € accettabile e
9 19

1
Xog=2> £ € accettabile.

Nota. La condizione di realta del radicale, A(x) >0, non & necessaria perché

B(x) =0 implica A(x) 20
Pertanto I'equazione %/ A(x) = B (x) & equivalente in R al sistema

{ B(x)>0
A =[B)]"

Es2. -2x+4=x-2 —){

x=2>0 x>2 x=>2
2 7 2 9 2
—2x+4=(x-2) -2x+4=x"—-4x+4 x"=2x=0

x1 =0 non & accettabile e x; =2 & accettabile.

Es3. Vx’+x'=0; CE: x2+x*>0—>x2(1+x%) >0 VxeR —>S={0}

2

x—220
Es4. \x—2 + x> -4 =0: CE: { 450 — X > 2; l'equazione ¢ verificata se i radicandi
x =42

sono contemporaneamente nulli. Pertanto la soluzione & x = 2.
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6.7. Disequazioni irrazionali

Disequazioni della forma %/ A(x) = B (x), conne N An>2. (%)

1° caso
Se n € dispari le (- ) sono equivalenti in R alle disequazioni razionali A(x) = B (x)]" ottenute

elevando ambo i membri ad n.

Risolvere le seguenti disequazioni.

Es1 2x-1-2>0 > 2x-1)’>2">2x-1>8 52x>9 »x> 5
Es2 231-x —1<0>23—x<1—> [2¥-x) <" >32(1- x)<1 >
— 32-32x<1 —>31<32X—>X>§.

Es 3. ix-1> x’—1; elevando ambo i membri alla nona si ha: (x — 1)® > x>- 1 —
— (x=1)° = (x+1)(x=1) > 0> (x=1) [(x=1)> = (x+1)] > 0—> (x=1) (x> =3 x) > 0;

Fi=x-1>0—>x2>1; F2=x*-3x>0—>x<0v x2>3.

+

La disequazione ¢ verificata per 0 < x <1 v x > 3 oppure S = [0; 1]U [3;+ o).

2° caso
Se n pari si hanno i sequenti casi:

a) 1%/A(x) > B (x) questa & equivalente ai due sistemi:

" {B(x)<0_ 20{ B(x)>0

A(x)>0’ A(x) > [B(x)]" _
A(x)=0
b) #/A(x) < B (x) questa disequazione & equivalente al sistema B(x)>0
A(x) <[BET"

Risolvere le seguenti disequazioni:
Es 1. +/5x>+2x-3>2x+ 1; questa disequazione & equivalente ai due sistemi:

2x+1<0 _ 20 2x+120
5 +2x-3>0" 55 +2x-3>(2x+1)

Risolviamo le disequazioni del 1° sistema:

1
12, 2x+1<0 per x<—§,
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22, 5x2+2x- 320 per x<-1 vxz%

Y /AR

Pertanto il 1° sistema €& verificato per x < — 1 oppure Sy = (— o0; —1].

Risolviamo le disequazioni del 2° sistema:

12, 2x > -1 per xz—%;

22, 52+ 2x—3>4x2+4x+1—>X2-2x-4>0 > x<1=+/5v x>1+/5

(essendo x =1+ \/g gli zeri del trinomio x2 — 2 x — 4).

Il 2° sistema ¢ verificato per x> 1+ \/g oppure Sz= (1 +\/§; + o).

La soluzione della disequazioneé S=S; U Sy=(—o; -1 U (1 +4/5; + ).

Es 2 x*—7x+10+2<x = Jx*=7x+10<x-2.

x> =7x+10>0
Questa disequazione & equivalente al sistema x=2>0
xP=Tx+10 < (x —2)?

Risolviamo le tre disequazioni del sistema:
12, ¥~ 7x+10 >0 per x<2 v x >5.
2%, x-—2>0 per x>2;
38 X—-T7x+10<x?— 4x+4 > —-7x+4x<4-10 > -3 x<—-6 > x> 2.

La disequazione & verificata per x > 5 oppure S=[5; + o).
xP—4<12 {xz ~16<0
%

Es3 Jx'—4<2J3 > ) ,
x°=4>20 x°=42>0.

Risolviamo le due disequazioni del sistema:
1) x2-16<0 > — 4<x<4;

27) x>-42>20>x<-2 v x=>2.

X -4 -2 +2 +4
— =t -——>

22
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Pertanto la soluzione della disequazione € S =(— 4;-2] U[+ 2; + 4).

Disequazioni del tipo /A(x) = b con be R". Si presentano i seguenti casi:
1) se b< 0 la disequazione \/m < b non ammette soluzioni;

2) se b >0 la disequazione m <b & verificata se 0 < A(x) <b’;

3) se b< 0 ladisequazione \/m> b é verificata se A(x)>0;

4) se b >0 la disequazione m > b & equivalente alla disequazione A(x) > b2.
Applicazione allo studio delle funzioni irrazionali

Es. Trovare l'insieme di positivita (IP) della funzione f(x)= Vx> -4 +x— 2.

La funzione esiste se x* —4>0. Pertanto si ha che IE = (— w0;—2] U[2;+0) e
fx)=Vx'—4 +x—2>0 >x*—4 >2-x con X € IE ..................

6.8. Equazioni con valori assoluti

x se x>0 A(x) se A(x)>0
Def. |x=10 se x=0. Ingeneralesiha|4(x)={ 0 seA(x)=0
-x se x<0 -AX) se AX)<0

Es 1. |x—2|—2x =5.
Studiamo il segno dell’espressione in valore assoluto; x—2 >0 — x > 2.

2
X
x-220 °

Per x<2 si hai—x+2- 2x=5—> -3x=3 > x=-—1<2 e quindi & accettabile.
Perx >2 siha:x— 2— 2x=5,dacui x=-7 <2 e quindi non & accettabile.

Es2. |4—x"|-|x—1/=3.

Studiamo il segno delle espressioni in valore assoluto:

1) 4-x">0 per —2<x<2;

2) x-1>0 per x2>1.

L‘equazione & equivalente ai seguenti sistemi misti :

. x<=2 . -2<x<1
1°) , 2°) >
—44+ x> —(-x+1)=3 4-—x"—(—x+1)=3

. 1<x<?2 . x=>2
3°) 2 4°) 2
4—x"—-(x-1)=3 —4+x —(x-1)=3
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Se Si;S2; S3 ed S4 sono le soluzioni dei suddetti sistemi, la soluzione dellequazione ¢
S=S1uUS2US3USs

Casi particolari

1°. |A(x)| =a <0 mai verificata.
2°, |A(x)| =0 e verificata se A(x ) = 0.

Es 1. ‘2x2 —4x‘ =-5 mai verificata.

Es2 |x'-7x=0se X?-7x=0->x=0ex=7.
3°. |A(x)| +|B(x)| =a <0 eéimpossibile.

A(x)=0

4°, A(x)|+|B(x)| =0 & equivalente al sistema .
4|+ |30 =0 2 eq e

Es3. |x—1|+[x’~1=0,s={.
6.9. Disequazioni con valori assoluti

Disequazioni del tipo |A(x)| Z aeR,

1° caso

Se a =0 si hanno i seguenti sottocasi:

. |A(x)| < 0 non ammette soluzioni;
. |A(x)| >0 e verificata VxeR|A(x) #0.
Es 1. |x+5/<0 non ammette soluzioni.

Es 2. [2x-3>0 & verificata VxeR | 2x—3 #0 — x # %

Nota. |A(x)| > (0 e verificata V x eR.

2° caso

Se a <0 sihanno i seguenti sottocasi:

o |A(x)| < & non ammette soluzioni;
o |A)| > & & verificata ¥ x eR.
Es 1. |x—1| < —3 non ammette soluzioni.

Es 2. |x+4| > -5 ¢ verificata V x eR.

3° caso

Se a >0 sihannoiseguenti sottocasi:
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—a < A(x)
Ax)<a .

o |[Ax|<a se —a<AX) <@ > {
o |[AW)|>a se |A(x) <-a v |A(x)|>a.

— —1<x<7.

-4<x-3 x> -1
Es 1. |x—3|<4—>—4<x—3<4;_> -

x—3<4 x<7

Es2 [2x-1>3—> 2x-1<-3v2x-1>3 5 x<-1v x>2,

-1 4
X
1° —_———>
7 == S=(=1:4).
2 4
Es3. [x—1/>3 5> 3x-1<-3v3x-1>3 > x<- VxS
Disequazioni che presentano piu valori assoluti
Es.|x—1 - |2x+3| >5.
Studiamo il segno delle espressioni in valore assoluto:
12 x=120 > x2>1;
3
22, 2x+320—>x2—5.
s 1
x-120  —————— I 77777777777777 —

2x+320 —————— .

La disequazione & equivalente ai seguenti sistemi:

3 3
1) Y= > {7573
-x+1-(—2x-3)>5 x>1
3
X > +1

3
2) —5<XS1 N

-x+1-(2x+3)>5 x<—§

—§<xS1
2
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S,=0J
) x>1 x>1
x—1-2x+3)>5 x<-9
x -9 +1
e
2° 4J> 777777777 T 77777 >
S;=0

Essendo S=S; U S, U S; =@ la disequazione non ammette soluzioni.
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CAPITOLO 7

GEOMETRIA ANALITICA

7.1. Il piano cartesiano

Siano x e y due rette perpendicolari graduate con ux = uy (monometrico).
Il piano contenente le rette graduate x e y si dice piano cartesiano e il punto O si dice origine degli

assi cartesiani.

2° Quadr. 1 1° Quadr.

Tk P (x;y)

3° Quadr. | 4° Quadr.

Ad ogni punto P del piano cartesiano corrisponde una coppia ordinata (x; y) di numeri reali e
viceversa.L’ascissa x del punto P & la misura del segmento OH e l'ordinata y di P & la misura del
segmento OK ; si scrive P(x; y), che si legge: il punto P di coordinate x e y.
Dall'osservazione del suddetto grafico si deduce che:
OH = xp=4 e &=yp =3 e pertanto P(4;3).
Le rette x ey si dicono rispettivamente asse delle ascisse e asse delle ordinate.
I quattro angoli retti individuati dalle rette x e y si dicono quadranti.
Si possono presentare i seguenti casi:
1) se P e 1° quadrante le sue coordinate sono entrambe positive e viceversa;
2) se P €2° quadrante I'ascissa xp < 0 e I'ordinata yp > O e viceversa;
3) se P e 3° quadrante le sue coordinate sono entrambe negative e viceversa;

4) se P e 4° quadrante 'ascissa xp > 0 e 'ordinata yp < O e viceversa.
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Es. A(3; 5) si trova nel primo quadrante, B (-2; 3) si trova nel secondo quadrante, C(-4; —2) si
trova nel terzo quadrante, D (3; — 2) si trova nel quarto quadrante e O(0; 0) & l'origine degli assi
cartesianix ey.
Osservazione

Le coppie del tipo (0; y) individuano punti dellasse delle ordinate, quelle del tipo (x; 0)

individuano punti dell’'asse delle ascisse.

7.2. Distanza tra due punti

7

2N

Siano A(x1; y1) € B(x2; y2) due punti del piano cartesiano.

Dall’osservazione della figura si deduce che: AH = [X2 — x4] € BH = ly2 — yil.

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo AHB si ha :

d=AB = ‘\/E2+W = \/(Xz_x1)2 +(y2_Y1)2 :

d :E:\/(xz _x1)2 +(y2 _y1)2

Se x, =x, > AB=|y2—yi| (AB// allasse y).

Se y, =y, > AB = |x, —x,| (AB// allasse x).

Es. A(-3;2)eB(-5;7);AB=+/(-3+5)> +(2-7)° =22 +(=5)* =29

7.3. Punto medio di un segmento

Sia M(xm:ym) il punto medio del segmento di estremi A(xa: ya) € B(xs: ys) € sianoM , A',B' e
M”, A” | B” le loro proiezioni ortogonali rispettivamente sull’asse x e sull’asse y ( come in figura).

Per il teorema di Talete siha AM=MB— A'M'=M'B' e quindi x,,—x ,=x,—x,, —>
— xA+xB = yA+yB

. In modo analogo si dimostra che y,, 2

X
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y

B" |Vg B

vl y

Alya A

I S Y - X
Es. A(-1;5),B(6;-3); x,, = _12+6 =§; Yu= 5—;321% M(%;l).

7.4. Traslazione di assi

Spesso per studiare o rappresentare nel piano cartesiano Oxy la funzione y = f (x)
(o 'equazione f(x;y) = 0 ) conviene considerare il suo diagramma rispetto ad un nuovo sistema

di riferimento O’XY con gli assi X e Y paralleli agli assi x e y e con lo stesso verso di quest’ultimi.

Y
y
A" P
y T
g i
\
bl _ I X
C o I
\
\ \
‘B ‘P'
1 It
[¢) a X X

Sia P (x; y) riferito al sistema Oxy e P(X; Y) riferito al sistema O’XY e O'(a;b).
Dall’esame del suddetto grafico ha: x = OP'=OB+BP'=0B + OA' =a+X.
y=0P'=0C+ CP" = 0C+ 04" =b+Y.

Pertanto si hanno le seguenti formule: {

x=X+a X=x-a
%
y=Y+b Y=y-b
x=X
Es 1. Laretta y =x—2 con la traslazione { y_2 diventa Y-2=X-2 5> Y =X
y=1-
. x=X-2
Es 2. Laparabolay=x?+4x+4 con la traslazione y diventa
y:

Y=(X=2P2+4(X-2)+4 > Y=X2— 4X+4+4X- 8+4 5>Y=X2.

— X = X—3 — 3 =
x-1 con la traslazione{ diventa Y+1 = X-3-1

Es 3. L'iperbole y = Y +1 X-3+3
y=Y+ o

x+3

X -4 X

SY=2"2_15Y= X
X

B GV NN 2]
X X
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7.5. Simmetrie nel piano cartesiano

Le simmetrie sono trasformazioni geometriche,ossia corrispondenze biunivoche che ad ogni
punto P del piano fanno corrispondere un punto P’ del piano.
P’ si dice corrispondente o immagine di P.

Se P’(x’;y’) € il trasformato di P(x;y) le equazioni delle simmetrie sono:

'

X —> =X

1. rispetto allasse y, p, :{
y—Uy

con la sostituzione associata
y'=y

1

xX'—=x

2. rispetto all'asse x, px:{ ;
y'—=-y

con la sostituzione associata
y'=-y

. — x'=-x I . X ==X
3. rispetto all’origine O, p,: con la sostituzione associata ;
y': - y y - _y
y
P (xy) | P(x:y)
5
34
" X
3 2 1/]0 2 3
21
.5<
P" (- -y) | P (x5-y)

'

'

X
4. rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante, Py’ {

o . X—=>Yy
con la sostituzione associata ;
y X
. o x'=-y
5. rispetto alla bisettrice del 2° e 4° quadrante,p,_ . 4§ |
=—Xx
o . X—>=y
con la sostituzione associata ;
y—>—Xx
) ] x'=x
6. rispetto ad una retta parallela all'asse delle ascisse, p,_;: { Y
y=4i—Yy
L _ X—Xx
con la sostituzione associata X
y—o>2k-y
] ] x'=2h—x
7. rispetto ad una retta parallela all'asse delle ordinate, p._, : '
y=y
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o ] x—>2h—x
con la sostituzione associata ;
y—oUy
] _ X'=2x,—x
8. rispetto ad un generico punto P(Xo;Yo), pp : { '
y'=2y,-y
o . X—>2x,—x
con la sostituzione associata .
y—>2y,-y
Applicazioni
Sia y, la parabola di equazioney = x*—2x + 3.
1) Trovare I'equazione della parabola y, simmetrica della y, rispetto all'asse y.

X —>—X

Applicando allay, la sostituzione { siha: y=(—=x?-2(-x)+3 -
y—u

— y=x2+2x+3 equazione della y,.

2) Trovare I'equazione della parabola y, simmetrica della y, rispetto all’origine.
_ X—>-x
Applicando allay, la sostituzione { siha:—y=(-=x)>~2 (- x)+3—
y—o-y
— y=-x?-2x-3 equazione della y,.

3) Trovare I'equazione della parabola y, simmetrica della y, rispetto all'asse x.

: o X—>x
Applicando nella y, la sostituzione { siha: —y=x2-2x+3 >
y—=>-y
— y= —x*+2x-3 equazione della y,.

Es. Trovare la simmetrica della circonferenza x?+ y> — 6x = 0 rispetto alla retta x = — 2.
: _ x—>—-4-x _ _
Applicando la sostituzione la circonferenza diventa :
y—=>U

(—4-x)°+y? =6(=4-Xx)=0 > 16 +8x+x2+y?+24+6x=0 > x2+y?+ 14 x+40=0.
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7.6. Funzioni numeriche di una variabile reale

Siano A e B due insiemi di numeri reali non vuoti. Se esiste una legge f che V x € 4 fa
corrispondere uno ed uno solo elemento y € B, si dice che f & funzione da A a B ovvero che la
variabile y & funzione della variabile x tramite la legge f.

La f indica I'insieme delle operazioni matematiche da eseguire su un valore x dellinsieme A per
ottenere il corrispondente valore della y e B.
Siscrive: f:A 5B; f:x > vy; y=f(x) (forma esplicita); oppure f(x; y) = 0 (forma implicita).

B

La x dicesi variabile indipendente e la y variabile dipendente.

Oppure: y € immagine o corrispondente della x. Si dice anche che x & la controimmagine della y.
A si dice dominio della funzione ed f(A) = Cc B dicesi codominio (insieme delle immagini).

Es. y =x?1(2) = 4, f(-2) = 4; f(3) = 9; f(0) = 0; -16 non & corrispondente di alcun valore della x
in R. Al variare della variabile x in A la y varia nei reali non negativi.

Pertanto si ha: Codom f(x) = R* + {0} =R}.

L’insieme di esistenza di f (x) € dato dai valori che pud assumere la variabile x per i quali esiste
nei reali ed é finita la variabile y.

5
x—2

Es1. y= ;x—2#0 x # 2equindi IE=IR- {2}.

Es2. y=+2x-3;2x- 320> x> % e quindi IE=[%;+ ).

Es3 y=12. E=IR- {0}.
X
Osservazione sulla precedente funzione

Se y = p (pressione di un gas) ed x = V (volume di un gas) e la temperatura & costante si ha la
legge di Boyle p.V =k, che perk =12, lafunzione diventa p = % con Domf= R" c IE.

Es4. y=10%(1+0.03)% IE=R.
Se y = M (montante) ed x =t (tempo) si ha M(t) = 103.(1+ 0,03)! e il Domf = R*.
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Pertanto IE € il max sottoinsieme di R per cui la formula ha senso, mentre il Domfc /E .

Osservazioni

La funzione €& una corrispondenza univoca tra due insiemi rappresentata,in generale, da una
equazione del tipo f(x ; y) = 0.
Sono funzioni: x— 2y— 6=0; x>—y—-x+3=0; 2xy—-3x+y—-1=0.

Non tutte le equazioni sono funzioni.
Es. x2+y?—4 =0non & una funzione, infatti essendo y = £+4/4 —x” la corrispondenza non &

univoca perché al numero 1 corrispondono J_r\/g.

Data I'equazione f(x;y) = 0, I'insieme delle coppie ordinate (xo. yo) che verificano la suddetta

equazione rappresentano, in generale, nel piano cartesiano una linea y detta grafico o diagramma

cartesiano dell'equazione (o funzione).

La condizione di appartenenza di un punto P( Xo, yo) al grafico y dell’equazione f(x;y)=0 in
simboli si scrive:

P(xoyo)e y & f(x45,) =0
Es. y=2x- 5P (1;- 3) e y;infatti: —3=2.1-25; mentre A (2; 3) ¢ y come & facile

verificare.
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Nota

Non tutte le funzioni hanno un grafico.

+1 se xe
Es. f(x) = { { ? non e rappresentabile nel piano cartesiano Oxy.
-1 se xe

Rappresentare per punti la funzione y = x2.

y
X |y
0o
1] 1
'RE
2|4
3 ]9
3|9
A X

3 -2 -1

Date le funzioni (equazioni) f(x;y)=0 e g(x;y) = 0.
Per trovare gli eventuali punti d’intersezione dei rispettivi grafici y, e y, delle due funzioni
(equazioni) basta risolvere il sistema:
J(x9)=0
{g(X; »)=0

Le soluzioni del sistema sono le coordinate dei punti P1 e P2 in figura.

P1 P2 ’Y'l

Y2
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7.7. Classificazione delle funzioni matematiche

Intere. Es.y =x> —2x+3

Razionali +
“ ! Fratte. Es.y = X+3

X -
Intere.Es.y =4/x+5

Irrazionali X
Fratte.Es.y =3 1
X -

Algebriche

Esponenziali. Es. y=5"
Trascendenti < Logaritmiche. Es. y=1og(x —2)

Goniometriche. Es.y =sinx;y = cosx

7.8. Ricerca dell’insieme di esistenza di una funzione

1. Funzione algebrica razionale intera

y=ax"+bx™+ +c. IE=R.

1
Es. y=§x4+3x2—5x—4; IE =R.

2. Funzione algebrica razionale fratta

= A & definita Vx € R/B(x) % 0.
B(x)
Es1. y=— ;x2—7x¢0;IE=R—{O;7}.
x=Tx

Es2 vy-= zx : IE = R perché x?+ 4 non ha zeri reali.
x"+4

3. Funzione algebrica irrazionale

/A
a) Se lindice & disparila funzione y = %/ A(x) & definitaVx e R ; mentre y = » BEX; e definita
X

se B(x) #0 e quindi IE = {x € R/B(x) # 0}.

Es1. y=3x"-1;IE=R.

:x—2#0 equindi IE=R- {2}.
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b) Se lindice & parila funzione y = %/ A(x) é definita Vx e R/ A(x)>0.
Es. y= VI-x*;1=x2>0 > —-1<x<1 e quindi IE = [ 1; +1].

7.9. Ancora sulle funzioni

Data la funzione f: 4 — B.
I) La funzione f(x) & strettamente crescente nellintervallo (a ; b) se V xi; X2 e (a;b) da x Zx2 =
f(x1) = f(x2).
Seda x1< x2 = f(x1) S f(x2) la funzione & strettamente decrescente in (a; b).
Seda x1<x2 = f(x1) < f(x2) lafunzione & crescente in senso largo o mai decrescente.
Seda x1<x2 = f(x1) = f(x2) la funzione & decrescente in senso largo o mai crescente.
Il) Se ad elementi distinti di A corrispondono elementi distinti di B la funzione si dice iniettiva o “in”.
In simboli: se da x1 #x2 = f(x1) #f(x2) allora f(x) & iniettiva.
Es.y =x3 & iniettiva, mentre y = x* non & iniettiva come facilmente si verifica.
lll) Se Vy e B esiste almeno un x € 4 /f(x) =y la funzione si dice suriettiva o “su” e in tal caso |l
codominio & B.
Es. y=log x é suriettiva.
IV) Se la funzione & contemporaneamente “in” e “su” si dice bijettiva o biunivoca.
Nel caso in cui f & biunivoca( A <> B) esiste una funzione f ! detta inversa della f, che per ogni
yeB fa corrispondere uno ed uno solo x € A.Si scrive f': B —A oppure x =f-" (y).

x—
Se x =f'(y) & l'inversa della funzione y = f(x), operando la sostituzione { Y cioé la simmetria
y X

rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante (y = x), il grafico della funzione inversa y = f "(x)

e il simmetrico del grafico della funzione y = f(x) rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante.

A f B

f -1
Nota

La funzione inversa della f esiste in (a; b) se € ivi biunivoca.
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Osservazioni
1) Se f & strettamente crescente (decrescente) anche f ! & strettamente crescente

(decrescente).
1
Es1. y=3x — x= gy. Es2. y=x3 - x= 3\/;
2) y=x2 non & invertibile in R, ma & invertibile in R*+ {0}.

, , . T X=2>) .
La funzione inversa & x =,/y , che con la sostituzione diventa y = \/; .
VX

V) Una funzione, definita in Dc IR, si dice periodica con periodo T # 0, se Vx € D risulta
(x+T)eD e f(x+T)=1(x).
Es. y=sinx e y=1tgx sono periodicheconT=27r eT= r.

VI) Siaf: A — f(A)[x —=>f(x)]eg: B —-g(B) [y =g(y)] con f(A) "B = Q.
Siaxs € A/f(x1) € B. Poiché f(x1) = y1e€ B, (dominio di g) e su y & definita la funzione g ha
senso considerare: z1 = g(y1) = g [f(x1)] immagine di f(x4) mediante g.
L’applicazione che ad x1 associa z1 dicesi funzione composta della f con la g e si scrive

z1=gof(x1).

In generale se indichiamo g o f=F possiamo scrivere z = F( x).

N.B. DomF c A.

Es 1. Trovare la funzione composta g o f delle funzioni:
fix >Inx e g:x > vx+1.
Domf=R"; Codomf=R; Domg= {xeR/xZ—l}.
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Domgof= {xeR/xeR+/\ lnxz-l} -S> x>el.

Pertanto siha: g o f: x — +/Inx+1 & definita per x>e™".
Es2 f:x > —-x% Domf=ReCodomf=R,; gox > InxDomg=R" e Codomg=R.

Essendo Codom f N Dom g = & non esiste la funzione g o f.

Funzioni pari o dispari

1. Se f(x) = f(—x) la funzione si dice pari e il suo grafico & simmetrico rispetto all’asse delle ordinate.

2
—4
xxz y=3xt—2x*-1;y = |x| ey =cos x sono funzioni pari.

Es. y=

2. Se f(—x) = - f(x) lafunzione si dice dispari e il suo grafico & simmetrico rispetto all’'origine degli

assi cartesiani.

3

Es. y=2x; y=-5x% y=

e e y =sin x sono funzioni dispari.
x —

7.10. Funzione esponenziale

Si chiama funzione esponenziale ogni funzione del tipo:
y=b* con 0<b #1: IE =R e Codom=R".
Primo caso: b>1
Es. b=2; y=2*

X |y y
0 |1 1
1 2 1
4 o5 f
2 | 4 |
2 |025 |
4 | 16 ]
— T X
t 10

Osservazioni

La funzione € sempre positiva, passa per il punto (0; 1); lim 2* =+o0; lim 2*=0 e quindiy =0

X—>+00 X—>—00

(asse x) € asintoto ed essendo V X1 < Xz, y1< Y2 lafunzione & strettamente crescente Vx eR.

Nota. Se lim f(x) =/ allorax = [ e asintoto orizzontale.
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Secondo caso: 0<b<1

1 X

Es. y=|—
Y @
Osservazioni

. ) ) 1Y
1) La funzione & sempre positiva, passa per il punto (0; 1), lim (lj =0; lim [—j =+o0:

X—>+00 x>0 (D

quindi y = 0 (asse x) & asintoto ed essendo V xi < X2,y1> yz2la funzione & strettamente
decrescente Vx eR.

2) Se a=1lafunzione diventay = 1% ossia y = 1 per qualsiasi valore della x.

Nota

Asintoto di una curva y € una retta che si avvicina alla curva senza mai toccarla; si dice anche

che I'asintoto & la retta tangente alla curva y all'infinito.
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7.11. Funzione logaritmica
Data la funzione esponenzialey =b*con 0<b #1;IE =R e Codom=R".
Essendo la funzione esponenziale biunivoca Vx € /E ,esiste la funzione inversa x = log,y

(si legge logaritmo in base b di y).

T X—=>y , , . - .
Con la sostituzione { la funzione inversa diventa y = log ,x il cui IE = R e il
y—ox

codominio € R. Pertanto il grafico della funzione logaritmica € il simmetrico del grafico della
funzione esponenziale rispetto alla retta y = x (bisettrice del 1° e 3° quadrante).

1° caso: b>1

Es. y=log,x & positiva per x > 1, negativa per 0 <x <1, nulla perx=1 ed essendo

lim log, x=—o = x=0 & asintoto verticale.

x—0+

2°caso: 0<b<1

Es. y=log,x & positiva per 0 < x < 1, negativa per x >1, nulla per x = 1, ed essendo
2

lim log, x =40 = x=0 & asintoto verticale.

x—>0+
2

Osservazione

Se lim f(x) =0 allora x= a €& asintoto verticale.
X—>a
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CAPITOLO 8

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE

8.1. Equazioni esponenziali elementari

La piu semplice equazione esponenziale & del tipo b*=a ..
Se 0 < b #1 ed a > 0 I'equazione ammette una ed una sola soluzione x = log,a, che si legge
logaritmo inbase b di a.
Es. 2=7 > x=log,7;, 5 = 625 - x=log 625=4.
Se la base del logaritmo € 10 si hanno i logaritmi decimali o volgari o di Briggs e si scrive:
log,,x = Log x.

Es. 10*=100 — x =Log 100 = 2.

naturali o neperiani e si scrive:log,x =Inx =LN x .
Es. =4 - x=In4=LN4.
Equazioni esponenziali particolari
1) L’equazione del tipo b = b** con 0< b # 1, & equivalente all'equazione:
A(x) = B(x)

Es1. 2%=16 > 2*=2>5 x+3=4 > x=1.
1
Es 2. 25<%= 75—> 5203 = 53 52(x-3)=-3 52x-6=-3 5> 2x=3 —>x=%.

2) Equazioni del tipo ab™+pBb*+ y = 0. Ponendo b* = t si ottiene I'equazione
at’+Bt+y=0, sostituendo le radici t1 e t, nella posizione fatta si ottengono le due equazioni
elementari b*=t; e b*=t, e quindi le soluzioni sono :

X1 =log,ti e x2=log,ta.
Es. 2%+2*— 6=0, ponendo2*=t()siha t?+t— 6=0, con tt1=—3 e t,b=2.
Sostituendo le radici t1 e tz nella (+) si ottengono le due equazioni:

2*=— 3 che é impossibile e 2*=2 che ammette la radice x = 1.
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8.2. Disequazioni esponenziali elementari
Sono del tipo b* = a,con0<b #1.
e Se b>1 sji ha: b* =a — x = log,a; (la disuguaglianza conserva il verso perché la
funzione esponenziale & strettamente crescente).

Es1. e>7 - x>In7;5*<3 — x<log3; 7*< 0 impossibile; 4 *> 0 & verificataVx e R.

Es2 3*'<8 -5 2x- 1<log,8 > 2x<1+log,;8 —> x< —1+1§g38.

Es3. 3>- 4.3*+3>0;ponendo3*=t > t2-4t+3>0 >t<1vt>3 > F<1e3F>3

e pertanto le soluzionisono x<0 e x>1.
X 0 1

In generale se si ha: bP¥ Sa — P(x) S log, a.
e Se O0<b<1siha: b*=Z a - xS log ,a (il verso della disuguaglianza cambia perché

y = b* & strettamente decrescente).
LV logl8
Es 1. [5) >8 > 3x<log,8 —» x< 32

2

2x x X
Es 2. (—j + (%) —6 < 0; ponendo (%) =t sihala disequazione t?+t-6<0 —

1 X
Ly’ ) -
—>—3<t<2—>—3<(?j <2 5 .

X -1

Osservazione

b*>0 con O0<b #1 & sempre verificata; b*<0 e b*<-2 non sono mai verificate.

In generale b*< a € R* non ammette soluzioni.
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8.3. Illogaritmi

Abbiamo visto cheda b*=a — x=log,a cona>0 e 0<b #1.

Viceversa si ha: log,a = x — b* = a. Pertanto possiamo dire che il logaritmo in base b di a ¢é
'esponente x da dare alla base b per ottenere a.

Essendo log,a soluzione dellequazione b*=a ne segueche »"“*‘ =gq.

; log,,1000 = 3 perché 10° = 1000;

N

Es. log, 8 =3 perché 2°=8;log,  =-2 perché 22 =

1
4

log

1
2

1 1
1'=3 perché|=| =—:log,b=1.
8 p (2J 8 gb
Pertanto si ha:

a>1 O<axl
+ se v
b>1 0<b<l

log,a=4¢ 0 sea=1
a>1 O<axl
- se v
O0<bxl b>1

8.4. Proprieta dei logaritmi in una stessa base

Si dimostra che:
1) log,m.n=log, m+log, n;

2) Iogbﬂ =log,m-log, n;
n

3) log,a* =klog,a;

1 1
4) log, Xa = —log,a= 054
n n

Nota. Le suddette proprieta permettono di trasformare un’espressione monomia in polinomia.

Es1. log, 2ab=log, 2+log, a+log; b.
2x

Es 2. log; — =log; 2x—log;y =log;2 +log,x —log.y.
y

Es 3. log 23=3log 2.

Es 4. log Yx = %logx; log NERE %logS.

2

1
Es 5. log 2m =log 2m? — Iog\/;=I092+2Iogm——Iog p.
Tr 2

Es 6. log (a?— b?) =log (a+b)(a— b)=log(a+b)+log (a— b).
Per la proprieta simmetrica dell’'uguaglianza le suddette proprieta si possono scrivere:
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) log, m+log,n=log, mn;
)] Iogbm—logbn=logbﬂ;
n
) klog,a=log,ak
1
IV) —log,a=log,%a
n

Esempi. Trasformare in monomie le seguenti espressioni polinomie:

1. log, 2+log, a+log, b=log, 2ab;

2. log,2 +logsx— logsy = log 2 ,
Y

3. %10gx= log 3\/;;
4. %Iog (x—1)+2|og(2x+1)+3Iogx=|ogm +log (2x+1)?+log x® =
=logx*(2x +1)*vVx—1.
N.B. L'ultima espressione esiste se esistono contemporaneamente tutti i suoi termini.
x—1>0

Pertanto I'insieme di esistenza dell’espressione & dato dalla soluzione del sistema 12x+1>0 .

x>0

Risolvendo il sistema si ottiene la soluzione x >1 (L.E).

8.5. Passaggio di base

Data 'equazione b*=a () >x=log,a(cona>0 e 0<b #1).

Calcolando il logaritmo in base ¢ della (+) si ha: log ,b*=log.a — xlog b=log,.a - x= iOch
0g,

quindi si ottiene la formula
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In5
Es. log., 5 = Log5_ In> _ log,5 .
Log7 In7 log,7

Nota. E’ utile il passaggio in base 10 o in base “e” perché nelle calcolatrici sono presenti solo gli

operatori Log, LN o In.

8.6. Ancora sulla risoluzione delle equazioni e disequazioni esponenziali

3x

Es1. V4" =16 > 42=42 - %x=2 —>x=%.

(2]

x—1
Es 2. [%] > 0% 5 31> 32463) 5 _ x41>2(4x-3) >—x+1>8x-6 >-9x>—-1-6

7
—>9x<7 > x< 5.

Per risolvere la disequazione AP® = BA® conviene calcolare i logaritmi naturali o decimali di

ambo i membri.

xX+6

x+6
2
Es1. 773> (%) — Log 7%* > Log (%) — (2x-3) Log 7 > (x+6) Log 5 —

2 2
— 2xLlog7- 3Log7>xLog§ +6Log§ - (2Log7—Log§)x>3Log?+6Log§ -

3Log7+ 6Log %
2Log7 - Log % .

Nota. La disequazione AP¥ = B2, se 0 < b < 1 diventa log , A"® = log ,BA®

— X>

(cambia il verso perché y = b* & strettamente decrescente).

x-3
1 X —X X
Es 2. [EJ >5% 5275 5% 5 (3 x)In2>2xIN5>3IN2-xIn2> 2xIn5 —

N 5 N 3In2 N 3In2
3In2>xIN2+2xIn5 > x(IN2+2 In5)<3In2 X< 112425 X< 1150
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8.7. Equazioni logaritmiche

Abbiamo visto che log, A(x) esiste neirealise A(x)>0 e 0<b #1.

1
Es 1. log (2x— 1) esisteinR se 2x-1>0 —> x> > e si scrive

IE={xeR/x>l}
2 .

0<x=#1 { 0<x#1

Es 2. Iogx(x2—4) esisteinRse{ : 4 0—>
x'—4>

x<-2v x>2

e quindi si ha IE = (2;+).

A(x)>0
L’equazione log A(x) =log B(x) € equivalente al sistema misto B(x)>0
A(x) = B(x)
- : o JA(x)>0
Pertanto le soluzioni dell’equazione A(x) = B(x) sono accettabili se .
B(x)>0

I
2x-1>0 -

) 51575 5 x>1(CE).
x =1>0

Es 1. log (2x — 1) = log (x? — 1) 'equazione esiste se {
|x| >1

Risoluzione: log (2x-1)=log (x*—=1) > 2x-1=x>-1 > x2-2x=0 >

— X(x—=2)=0 — x=0 non & accettabile, x =2 & accettabile.

1
Es 2. log, (5x—1)=3;[CE:5x—1>0 —>x> g]—>5x—1=23—>5x=8+1 —

- X= %Altrometodo: Iogz(5x—1)=I09223 —->5x-1=8 > x= %
Nota. k=log,b*.
Es 3. log x —log (x—1) = log (x+1) — log ﬁ = log (x+1) aﬁ =x+1—> x=(x+1) (x-1) —>
> x=x2-1—>x2-x-1=0 > x= 1i2\/§ e quindi le soluzioni sono:
X1=1_TS e X2= 1+\/§.
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x>0
La suddetta equazione esiste se 1 x—1>0 — x> 1 (condizione di accettabilita).
x+1>0

Pertanto € accettabile solo la soluzione x; =

1+\/§
S

Nota. La condizione di esistenza di un’equazione logaritmica o di una funzione logaritmica deve

essere imposta prima di applicare le proprieta dei logaritmi.
x—1>0

Es 1. f(x)=log (x—1) +log (x + 1). IE: — x> 1 equindi IE = (1;+0).
x+1>0

Applicando la prima proprieta dei logaritmi si ha: f(x) = log (x +1) (x = 1) —>
f(x) = log (x2—1); la funzione esiste se x> —1 >0 — x < -1 v x> 1 e pertanto trattasi di funzione
diversa dalla data in quanto l'insieme di esistenza &€ cambiato.
Es 2. f(x) = log x> ha come insieme di esistenza i reali escluso lo zero, mentre la funzione
f(x) =2 log x esiste per x > 0.
Risolvere le seguenti equazioni logaritmiche.

x+3>0 {x>—3
> x >1.

x>1

1) 2Log (x +3) = Log (x-1) + 4 Log 2; CE: -
x—=1>0

Risoluzione:
Log (x+3)?=Log (x— 1) + Log 2* — Log (x+3)? =Log 16 (x—=1) — (x+3)?=16 (x—1)—>
—-> X?+6Xx+9=16x-16 > x*-10x+25=0 > (x=5)?=0 ->x-5=0 > x=5¢lE e

quindi & accettabile.

1 1
2) Logx—E Log(x2+1)=Log(4—x)—§ Log (x*—8x +17)

x>0 x>0
X +1>0 Vx e R o
C.E. - — 0 <x <4 equindisi ha: IE =(0; 4).
4—x>0 x<4
x> —8x+17>0 YVeR
Risoluzione:

Log x —Log Vx*+1 =Log (4 —x) —Log Vx* —8x+17 — Log———==Llog ————
x*+1
== 4-x — x VX' =8x+17=(4 — x) VX' +1.

Jx2+1 Jx2—8x+17

4-x
%
Vx? —8x+17

Essendo Vx e [E tuttiifattori del primo e del secondo membro dell’equazione positivi € lecito
elevare ambo i membri al quadrato.

Elevando ambo i membri al quadrato si ha: x? (x2 —8 x +17) = (4 — x)’(x*+ 1) > x* =8 x> +17 x* =
=(16-8x+x2)(X2+1) > x*-8x3+17x2=16x2+16-8x3+ -8 x+ x*+ x> —>

—8x-16=0 > x=2 & accettabile perché appartiene all'insieme di esistenza dell’equazione.
81



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE

8.8. Disequazioni logaritmiche

Premessa sulla funzione y = log , x.

1°caso: b>1

In questo caso la funzione logaritmica & strettamente crescente e pertanto si ha:

log,A(x) = log,B(x) = A(x) = B(x), con {A(x) >0
B(x)>0

2°caso: 0<b<1
In questo caso la funzione logaritmica & strettamente decrescente e pertanto si ha:
log,A(x) = log,B(x) = A(x) = B(x)

y

Es 1. Ladisequazione log, (x—3) > log, (— 3x + 10) & equivalente al sistema:

x-3>0 x>3
-3x+10>0 —> x<? :
x=3>-3x+10 13
x>—
« 3 13 10
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Es 2. La disequazione log, (x* — 4) < log , (—x + 8) € equivalente al sistema:

2 2
xX=4>0 X<-2vxX>+2
-x+8>0 — X <&
X’ —4>-x+8 Xx<-4vx>+3
x -4 -2 2 3 8
1° —_——
2° ——=

3° —_— == =

La disequazione data & verificataper x<-4 v 3<x<8.

Es 3. log, (2x—3)> log,8 —>Iogz(2x—3)>M —>Iogz(2x—3)>§ -
log,4 2
3 2x-3>0 2
— log, (2x — 3) > log, 2% ; questa & equivalente al sistema % - ) -
2x=3>2 2x_3>\/§
3 3
x>5 x>5
- .
3+4/8 3+4/8
x> 5 x> 5

Quindi la disequazione é verificata per x>

+2\/§
5 )

8.9. Ancora sulla ricerca dell’insieme di esistenza delle funzioni
e y=b*con0O<b=l:IE=R.

Es 1. y=(§j IE=R. Es2 y=2". [E=R- 3.

e y=log,x con0<b #1; esiste se x>0 e quindi si ha: IE = R".

x—2 . x—=2
esiste se
x+3 x+3

Pertanto siha IE= (- o0o; —3) U(2;+x).

Es 2. y=log >0 > x< -3vx>2

IE=(1;5)- {2}

5-x>0 x<5
Es3. y=log, ,(5—-x);IE: —

O<x-1=1 x>1Ax#2

Es 4. Trovare l'insieme di esistenza e 'insieme di positivita della funzione
f(x)=In?(x=1)—= 2In (x=1).

La funzione f(x) esiste se x—1>0 — x>1e quindisihalE = (1; +x).

fx)=IN?(x=1)—= 2In(x=1) >0 —>Inx=1)[n(x=1)-2]>20 > Fi=In(x-1)>0 —>

> Xx=-121>5x22;F,=In(x=-1)-2>0 > In(x-1)>2 —>In(x-1)>Ine*>—

—>x=-12>2e?>> x> 1+¢e2
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IP=(1;2) U (1+e?% +w).

Osservazioni

La funzione taglia I'asse x nei punti A (2; 0) e B (1 +¢e? 0) ed essendo lir? f(x)=

=1ir{1ln x=1)[In(x-1)-2]= lirPIn (x=1). lir¥1[ln x=1)=2]= (- 0).(—o)=+w
ne segue che laretta x =1 & asintoto verticale.
Es 5. f(x)=3In’(x+2)—In(x+2)—2>0;C.E: x+2>0> > IE=(-2;+w);f(x) >0 >
— 3INn(x+2)- In(x+2)-2>0_

Ponendo In (x + 2) =t si ottiene la disequazione 3 t?-t-2 > 0, essendo gli zeri del trinomio t;=1
2 2 2
etr=- 5 si ha f(t)=3(t+§)(t-1) > 0 equindi f(x) > 0 se 3[In (x+2)+§] [In (x+2)-1] = 0.

Troviamo il segno dei fattori:
2 2 -2 -2
F1=In(x+2)+§ >O—>In(x+2)2-§ > X+22>2e 3 5> x> —-2+e 3;

Fo=In(x+2)-1>20—>Inx+2)>21>x+2>2e >x>e—-2.

2
X -2 -2+¢° -2+e
IE
Fy ——— —
b —— — — — —_—— =
fx) _——

+ - +
2
IP=(-2;,-2+e *) U (e —2; +w); ed essendo 1irr21 f(x) =+ laretta x= —2 ¢ asintoto

verticale.
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CAPITOLO 9

PROGRESSIONI

9.1. Progressioni aritmetiche

Def. La progressione aritmetica € una successione di numeri per i quali € costante la differenza
tra ogni termine generico e quello che lo precede.
Il valore costante d di tale differenza si dice ragione della progressione aritmetica.

Sia + a1; 32,83 ccceeeeeeeeeen, an-1;an una progressione aritmetica di ragione d .
Per definizione si ha:

dz2 —aq = d

az—az =d

an - an-'] = d

Sommando membro a membro le suddette (n -1) uguaglianze si ottiene:

a,-a,=d+d+d+ - +d=(n-1)d —>

(n-1) volte

an=a;+(n-1)d (1)

Es. Data la progressione +2; 5;8; ......... trovare a1 sapendo che d = 3.
Dalla () siha:aww=2+(10 — 1).3=29.
Es. In una progressione aritmetica trovare la ragione noti a; = 8; a1 = 3.

Siha:a7=a1+(7—1)d—>6d=a7—a1—>6d=8—3—>d=%.

Teorema

In una progressione aritmetica la somma di due termini simmetrici (equidistanti dal centro) é
uguale ad (as+an).

Siano ane ax due termini simmetrici di una progressione aritmetica di ragione d.

<+ di, adz; as; ..... ah....ceeues aK ...........an-1; an.

Dimostriamo che an+ak =as+ an.
Se tsono i termini che precedono an e che seguono ak perla (1) si ha:

1. an=ai+td

2, ak=an—td
Sommando membro a membro le suddette uguaglianze si ottiene:

ah+ak=a;+td+an—td=a4 +an (C.V.d.).
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Somma dei primi n termini di una progressione aritmetica
1) Sh=ai+azx+az+
2) Sh=an+antt oo, + a + ag.
Sommando membro a membro la (1) con la (2) e associando si ottiene:
28n=(ai+an) + (az+ anq)t ..... + (an+1+ az) + (an + a).

Essendo gli n binomi tutti uguali ad (a1+ an) siha 2 Sn=(a1+an).n —>

_(a,+a,)n

Si’l
2

(m)

Es 1. Trovare la somma dei primi 1000 numeri dispari. Applicando la (1) si ha
a1000= 1+ 999. 2 = 1999 (d = 2).

_ (1+1999)1000

Applicando la ( II') si ottiene S1op0 = 5 =2000 . 500 = 1000000.
Es 2. Trovare la somma dei primi 12 numeri multipli di 5.
Essendo la ragione d =5siha:a;2=5+ 11.5=60; S12= w = 390.
Inserimento di m medi aritmetici trai numeriaeb
Se X1: X2} ceereenns Xm Sono i medi aritmetici da inserire tra i numeri a e b, si ha:
- D CHD C I Xm; b.
. . b—a

Applicando la (1)siha b=a+(m+1)-d > d= T

m+

Es. Inserire 5 medi aritmetici trai numeri a=4e b =28.

Essendo d= %: 4 | i 5 medirichiesti sono i numeri: 8, 12, 16, 20 e 24.
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9.2. Progressioni geometriche

Def. La progressione geometrica € una successione di numeri per i quali é costante il rapporto
tra un termine generico e quello che lo precede.

Il valore costante q di tale rapporto si dice ragione della progressione geometrica.

Sia == aj;a5;83;..cnnnnnn. a, una progressione geometrica di ragione q.
e . a, a, a, ; .
Per definizione siha: —=¢q; —=¢q; —=q ..coceceen... = ¢ ; moltiplicando membro a
a a, a; a,

membro queste (n -1) uguaglianze si ottiene

=q-q-q---- q:q'%

(n-1) volte

an=a1_qn-1 (|)

Da quest'ultima formula note tre delle quattro variabili a,; ai; g; n si pud facilmente ricavare la

variabile non nota.

Es 1. Data la progressione geometrica 1; i; L; ........ di ragione q = i; trovare as.
10 100 10
4
Applicando la (1) siha as=as.q°"'=1. L =L.
10 10000

Es 2. In una progressione geometrica noti a1=2; q =2 e a, = 32; trovare n.

Applicando la (l)siha 32=2.2"" —» 25=2" —» n=5.

Somma dei primi n termini di una progressione geometrica

Sn=artaztaszt .cooeeeiiinnn + an-1+an (1) ; moltiplicando ambo i membri per q si ottiene:
gSh=qai+gqaz+qast ... +qgani+Qan —>qSn=az+az+as+......... +an+q aiq™! (2);

sottraendo m.a.m. dalla (1) la(2) siha Sh—qSn=ai+az+as+ ............ +an-1+an— (az + az +as+

Se |g|<1 —> limg" =0. Es. lim(%)” =0.

n—>0

87



PROGRESSIONI

In questo caso si pud calcolare la somma di infiniti termini di una progressione geometrica e si ha:

1-limg"

S, =limS =a;—m=" 9
n—»ow l_q l_q
s, =1
“ 1-x
Es1. 1+x+x3+x3+ ... +x"+ =11 Se|X|<1
— X

Es 2. Trovare la frazione generatrice del numero decimale illimitato periodico 1,(3).

Siha: 1,3333....... =1+i+i+ 3 o =1+3(L+L+ ....... )=
10 100 1000 10 100
1
=1+3L=1+3-L-&=1+l=i_
|-+ 10 9 3 3
10

N.B. Non esistono numeri decimali illimitati con periodo 9.

Es1. 209999 . =2+ 24 4 2 4 . YL IR SR
10 100 1000 10 100 1000
1 1 1
_ 10 _ 10 _ 10 _ _
2+9 T 249 2 2+92 2+1=3.
10 10 10
Es2. 12999999999 . =1+ —+— 42 D =

+ + +
10 100 1000 10000

2 9(1 1 1 2 9 1o 29
=1+ —F—| =t ——F .. =1+ —+—— =14+ —+ —
10 1010 100 1000 10

2 1 _10+2+1_13
L= -
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Inserimento di m medi geometrici tra i numeri a e b positivie cona<b

Se X1 X2} ....n.n. Xm Sono i medi geometrici da inserire tra i numeri a e b, si ha:

b
Applicandola (1) siha b=ag™ — ¢= m+\1/:.
a

Es. Inserire 4 medi geometricitrainumeria=2 e b =64.

Essendo ¢ = 51/6—24 = 5\/3_2 =2, i 4 medirichiesti sono i numeri: 4,8,16 e 32.

Nota

Si dimostra che il prodotto dei primi n termini di una progressione geometrica a termini positivi &

Pn = 4/(a,.a,)"
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CAPITOLO 10

LA RETTA NEL PIANO CARTESIANO

10.1. Introduzione

Ogni funzione di primo grado rappresenta nel piano cartesiano Oxy una retta.
L’equazione della generica retta in forma implicitaé ax+by+c=0(l)cona,becrealiedae
b non contemporaneamente nulli.

Casi particolari
1)Sea=0eb#0 l'equazioneax+by+c=0diventa by+c=0 > y= —%; in tal caso la retta

€ parallela all'asse delle x.

Es. y=3; y=-2; y=0 (asse x).

2)Seb=0ea #0la(l)diventaax+c=0—>x= < ;in tal caso la retta € parallela all’asse y.
a

Es. x=4; x=-3; x=0 (asseYy). x=0
3) Sec=0,b#0ea#0la(l)diventa ax+by=0—>y=-— %x; in tal caso la retta passa per
l'origine del sistema di riferimento.

Ponendo - %= m siha y=mx (equazione della retta in forma esplicita).
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Esempi
1
rNy= 5 X passaper il punto (2; 1), m=

s) y=X passa per il punto (3 ; 3), m=
t) y=3x passa per il punto (1; 3), m = 3;

p) y=—2x passaperilpunto(1;—-2), m= —-2;

q) y=—-x passa per il punto (2; — 2), m = — 1 (bisettrice del 2° e 4° quadrante);

1
f) y=—Zx passa per il punto (4 ;-1),m= — l

(bisettrice del 1° e 3° quadrante);

a . . - . . . ,
Nota1. m=- E dicesi coefficiente angolare della retta perché al variare di m varia

I'angolo « che la retta forma col semiasse positivo delle ascisse (cioé la pendenza della retta).
Essendo m=tg (a) si ha:

e 0°<a<90° < m>0;
e 90°< @<180° < m<0;
e =0 m=0;

e o =90°< MmM=w" ;

e =45 m=1;

e =13 < m= -1.

Nota2. limtgx=+w e limtgx=—-o.

x—>—— Xo>—+
2

Osservazione importante

Day=mx —> Y _

m; in tal caso le variabili y e x si dicono direttamente proporzionali.
X
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4) Seab,ec sonotuttinonnullisiha:ax+by+c=0—>by=—-ax—-c—> y= _dyc

b b
e ponendo — %z me — §= g siha y=mx+ q (equazione della retta generica in forma

esplicita).
Es 1. Rappresentare nel piano cartesiano la retta di equazioney = -2 x + 3.

La retta passa peripunti A(0;3)eB (%; 0).

Es 2. Rappresentare nel piano cartesiano la retta di equazione x— 3y = 3.

y

O 3/(
-1 P X
_——1q

La retta taglia gli assi cartesiani nei punti P(3; 0) e Q (0; -1).
La pendenza dellarettae m=— %= 3=tg @ > a =arctg (3) = (71,565)°,

essendo @ I'angolo che la retta forma con il semiasse positivo delle ascisse.
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10.2. Risoluzione dei sistemi di equazioni di primo grado a due incognite

ax+by=c o . . .
e la coppia ordinata di numeri reali (xo; yo) che verifica

!

La soluzione del sistema § ,  °
ax+by=c

entrambe le equazioni che formano il sistema.
x—y=2 . . . )
Es. la coppia (3;1) ¢ soluzione del sistema.
2x+y =7
Risoluzione di un sistema con il metodo di sostituzione
Si esplicita una delle due equazioni rispetto ad un’incognita ( preferibilmente, se esiste, quella
avente coefficiente unitario) e si sostituisce la funzione trovata nell’altra equazione.
Esempio. Risolvere il sistema

2x+y=3
Sx+3y=-7

Risoluzione:

y=3-2x y=3-2x y=3-2x y=3-2x y=3-2x
— - — —
5x+3(3-2x)=-7 5x+9—-6x=-7 -x=-7-9 -x=-16 x=16

—>

y=3-2(16) y=3-32 y=-29 . . . ]
- - - La soluzione del sistema € la coppia (16; — 29).
x=16 x=16 x=16

Osservazione
Risolvere un sistema di equazioni di primo grado a due incognite significa trovare le coordinate
dell’eventuale punto d’intersezione delle due rette individuate dalle equazioni che formano il
sistema.
Esempio
Trovare il punto d’'intersezione delle rette di equazione:
r) 2x- 5y =10; s) 3x+5y=15.
Il punto richiesto & dato dalla soluzione del sistema
2x -5y =10
{3x +5y=15 .

Risoluzione grafica del suddetto sistema
2x—-10

4
N y= passa peripuntiN (0,—2) e Q (3; - 3 ).

15-3x

12
s) y= passa per i punti R (1; ?) e T (0; 3).
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Dal grafico si deduce che xp =5€e yp =0.

Risoluzione algebrica

_2x—10

2x-5y =10 V= 5

Ix45p=15 2x-10
Y 3x+5(

_2x-10 _ 2x-10 2.5-10
N y= 5 V= 5 N
)=15 3x+2x-10=15 S5x =25 X =

X =

-»{yzo—apﬁmy

Osservazioni sulla risoluzione dei sistemi lineari

- ax+by=c : o
Dato il sistema si possono presentare i seguenti casi:
a'x+by=c

b
I) se i' * I il sistema & determinato (le rette sono incidenti);
a

a b ¢ o .. -
i) se —= > #*— il sistema & impossibile (le rette sono parallele);
a c

a b c g . . " .
) se —= I =— il sistema & indeterminato (le rette sono coincidenti).
a c

10.3. Equazione della retta passante per due punti noti

Trovare I'equazione della retta passante per i punti A(x1; y1) € B (x2; y2).
Una retta generica in forma esplicita ha equazione y = mx + q.
Passaggio per il punto A: y1 = m x1 + q; passaggio per il punto B: yo =m x2 + Q.

. o n=mx+q . . o .
Risolvendo il sistema si trovano i valori di m e q e quindi 'equazione della retta AB.
Yy =mx; +4q
Es. Trovare I'equazione della retta passante per i punti A (2; 3) e B (- 1; 4).
Sia y=mx+q [I'equazione di una retta generica.
Passaggio per il punto A: 3 =m 2 + q; passaggio peril puntoB:4=m (- 1) +q.
. - 2m+q=3
Risolvendo il sistema si trovanom e q.
-m+q=4
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. . , . — 1
Risoluzione del sistema: sottraendo m. a. m. le due uguaglianze si ottiene 3m= -1 > m= — 3
e sostituendo il valore di m nella prima equazione si ha:

1 11 1
2 (_E) +q=3 > q= —. Pertanto laretta AB ha equazione y= — §x+ %

Altro metodo

1) y=mx+ q (retta generica);

2) y1=mxq + q ( passaggio per A);

3) y2=mxz2+q ( passaggio perB).
Sottraendo m.a.m. dalla (1) la (2) si ha: y — y1=m (X — x1). (1)
Sottraendo m.a.m. dalla (3) la (2) si ha: y2 — y1= m (X2 — X4). omn)

Dividendo m.a.m. la (1) con la (Il ) si ha 'equazione

YN - T4 CON X1 = X2 € Y1 £ Y2
Vo= XX
- -2 —2
Es. A2:3)eB(c1:4): 25 %72  3-%"2 | 3049 =x-2 >
4-3 -1-2 -3
1 11
—->-x-3y+11=0—->x+3y-11=0—>y= —§x+ 3

Dalla ( Il ) si ha: m = 27N (con x1 % X2); questa formula permette di trovare il coefficiente
Xy =X

angolare di una retta noti due punti di essa.
Es. A(2;3)eB(—1;4), m= ﬁ:—l.
-1-3 4
Casi particolari
e Se x1=x2 laretta € parallela all’'asse delle ordinate ed ha equazione x = x.
Es. A (2;3)e B (2;-2); 'equazione della retta AB & x=2.
o Seyi=Yy, laretta & parallela all’asse delle ascisse ed ha equazione y = y;.
Es. C(-2;-3)e D (2; - 3); 'equazione dellaretta AB& y =- 3.

y
34 A
—— 1 1 X
2 07 2
R B
y=-3 3

Cc D

X=2
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10.4. Fascio proprio di rette

Il fascio di rette di centro P (x1; y1) ha equazione y — y1= m (x — X1) [equazione (1)]

ed essendo m = —% siha:y—y1= —% (x=x1) > a(x=x1)+b(y—-y1)=0.

Es. |l fascio di centro P (—2; 6) ha equazione y—6 =m (x + 2).
Nota. Al variare di m nei reali la retta ruota attorno al punto P e per ogni valore finito di m si
ottiene una retta del fascio, mentre per m — o si ottiene la retta

X = X1 perpendicolare all’asse delle ascisse.

10.5. Fascio improprio di rette

: . a I
L’'equazioneax +by+c=0,sem= —— & costante e ¢ variabile rappresenta

P
/\Q
Sono fasci di rette parallele:

3x+7y+k=0; 5x-2y+t-3=0; (k=-1)x+2(k —-1)y+3=0.

un fascio di rette parallele.

Nota 1
(k-1)x+2(k-1)y +3 =0 ¢& un fascio di rette parallele perché m = — Z(kk_—ll) = —%( & costante ).
Nota 2
L’equazione (2s—-1)x+ (4 —s)y + s — 3 = 0 rappresenta un fascio di centro proprio perché
m = 2:__41 = f (s) varia al variare del parametro s nei reali.

Per trovare il centro di un fascio basta trovare il punto d’intersezione tra due rette qualsiasi del
fascio, ottenute attribuendo due valori numerici qualsiasi al parametro.
Es. Trovare il centro del fascio di equazione: (2s—-1)x+ (4—-s)y+s—-3=0.

Pers=0sihalaretta —x+4y—-3=0;pers=2sihalaretta3x+2y—-1=0.
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| —

15

_x+4y_3:0 X =—- .. . . S
{ - — e quindi il centro del fascio é& P (-7;7.

3x+2y-1=0

|
\llm\]

Osservazione

Sia f (x; y; k) = 0 una famiglia di funzioni (equazioni); per trovare i punti base della famiglia
basta risolvere I'equazione f (x; y; k) = O rispetto al parametro k ed imporre che I'equazione
ottenuta nell'incognita k risulti indeterminata.

Esempio

Trovare il centro del fascio di equazione: (2s—-1)x+ (4 -s)y+s—-3=0.
Siha 2sx—-x+4y-sy+s-3=0—> (2x-y+1)s=x-4y+3.
2x-y+1=0

Questa equazione & indeterminata se .
x—4y+3=0

1
Risolvendo il sistema si trova ol punto P(—7;§) (centro del fascio).

Le rette che formano il suddetto sistema si dicono generatrici del fascio.
Il fascio di rette le cui generatrici sono ax+by+c =0 e a’x+b’y+c’ =0 ha equazione:
ax+by+c+k(ax+by+c’)=0
Es. Trovare il fascio di rette le cui generatrici sono le rette di equazione 3 x-2y-7=0 e
7x-6y—-1=0.
L’equazione del fascio richiesto € (3x-2y—-7)+k(7x-6y—-1)=0.

10.6. Condizione di parallelismo tra rette

(con a = p)
Date le rette :
r) ax+by+c=0, y=mx+q;
s) a'x+b'y+ ' =0; y= m'x+q'_
Sidimostrache:r//s & m=m v 4 25 (condizione di parallelismo tra rette).

a!
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10.7. Condizione di perpendicolarita tra rette

Sidimostrache:r L s & m.m'= =1 v aa +bb =0(condizione di perpendicolarita tra rette)
S
90°
r
Es. 2x+3y=4 e 4x+6y= -1 sono parallele;
1
y=2x-4ey=— Ex +2 sono perpendicolari.

Nota. Dati i punti A(x1; y1) e B (x2; y2) abbiamo visto che il coefficiente angolare della retta AB &

)
mAB = 2 1
Xy T X
Dalla figura si deduce: BH =y>—yie AH=Xo—X1 - —= BB AR tg () da cui si ha
H x,—x

mas =tg (o) > a =arctg (mas).

Problema 1
Data la retta r di equazione 3 x-5y —10=0 e il punto P (3; — 2).
Trovare:
1) la retta passante per il punto P e parallela alla retta r ;
2) la retta passante per il punto P e perpendicolare alla rettar.

Sia y+2=m (x-3) il fascio di rette di centro P(3;-2).

3
Per m=m, = g si ottiene la retta s//r, lacuiequazioneey + 2 = %(x—?a) .

5
Per m=- si ottiene la retta t L r, la cui equazione éy + 2 = — 3 (x = 3).

W | W

1
m}"
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s
P r
t

Trovare I'equazione dell’altezza relativa al lato AB del triangolo individuato dai punti A (6; 1),

B (- 3;4)e C (0; - 2).
y
t
B
A
(¢}
X

Problema 2

4-1 1
Il coefficiente angolare dellaretta AB & m ,, = 3.6 = — 3
Il fascio di rette di centro C(0; — 2) € y+ 2 =m (x — 0) e la retta passante per il punto C
perpendicolare alla retta AB ha coefficiente angolare m = — L =+ 3.
m,p

Pertanto I'equazione della retta richiestae y+2=3x ->y=3x-2.

10.8. Distanza di un punto da una retta

Data la retta r di equazione ax + by + ¢ = 0 e P (Xo, o) un punto del piano cartesiano.

r

—  lax,+by +c
Si dimostra che: d (P; r) = PH = M
a’+b’
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Osservazioni
o PI =% tbytc L igepe “sopra” larettar.
a’ +b?
) ﬁ =-— % se b>0eP é“sotto”’ larettar.
a +b

5.1-7.2-10] _|-19_ 19

N N RN 7

Es. r: 5x-7y-10=0e P(1;2).Siha:d(P;r)=

Problema
Trovare 'area del triangolo di vertici  A(- 6; 2), B (3; 6) e C (1; 2).
1° metodo
y
B
H \
\
\ \
A | _
C K
X
@)

b= AB= /(x,—x,)" + (3, - ¥,)’ = {(~6-3) + (2= 6)’ = /81 +16= /97 .

B y—2=x+6 N y—2=x+6
6-2 346 = 4
— 4418-42 Lo
—4x+9y —42=0;h=Cli= | 28 —b.h=5\/ﬁ%=14.

— Ar=
J16+81 Jo7 2 V97

Equazione della retta A —>9(y—-2)=4 (x+6) —>

2° metodo
Assumendo, invece, come base AC si ha: AC=xc—¥a=1+6= 7,
— — 7.4
BK =ygs—yxk > BK=6-2=4— Ar= 7= 14.
Pertanto se un lato del triangolo & parallelo ad uno degli assi cartesiani conviene assumere tale

lato come base.

Osservazione importante
Se le coordinate dei vertici del triangolo (o di un poligono) sono numeri razionali I'area € un

numero razionale.
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10.9. Cenni sulle disequazioni lineari a due incognite

Sono del tippax+by+c=0 con b>0.

Se ax+by+c=0 & l'equazione della generica retta r in figura si ha:

1) ax+by+c>0 e verificata da tutti i punti del semipiano 7 "sopra“larettar;
2) ax+by+c<0 eéverificata da tutti i punti del semipiano 7 ”sotto" |a rettarr.
Es1. 2x-3y+6>0 — —2x+ 3y—-6<0 & verificata da tutti i punti P (x;y) € 7r';

mentre la disequazione —2x+ 3y — 6>0 e verificata da tutti i punti P(x;y)e 7 .

Es 2. x> o ¢ verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano alla destra della retta r di

equazione X =« ; mentre x < ¢ & verificata da tutti i punti P(x; y) che si trovano alla sinistra della
retta r di equazione x = « .

—

e |7

Es 3. y > o' é verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano “sopra” la retta r’ di

equazione y= a': y < ' €& verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano “sotto” la retta

di equazione y = o'.

%
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CAPITOLO 11

LE CONICHE

11.1. Introduzione

La piu generale equazione di una conica ridotta in forma normale & del tipo:
ax?+bxy+cy’+dx+ey+f=0con a, b e cnumerireali non contemporaneamente nulli.
A=Db?-4ac sidice discriminante della conica.

Si possono verificare i seguenti casi:
1) se A <0 laconica e un’ellisse;
2) se A >0 laconica € un’iperbole;

3) se A =0 laconica & una parabola.

ae,'\r\\o\0

Iperbole

Q
/Z
£

&

Parabola

Es1. x2—4xy—-y?>-2x+3y —1=0; A=16+4=20> 0, quindi & un’iperbole.
Es2 4x2+4xy+y>—x—-y —1=0; A =16 —16 =0, quindi & una parabola.
Es 3. xX2+xy+6y>—x+2y+2=0; A =1-24=-23<0, quindi & un’ellisse.

Osservazioni
o L’ellisse e l'iperbole presentano centro al finito,mentre la parabola ha il centro all’infinito.
e Se nell’equazione di una conica manca il termine noto la conica passa per I'origine degli

assi cartesiani.
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11.2. La posizione di una retta rispetto a una conica.

Sistemi di equazioni di secondo grado con due incognite
Il grado di un sistema & dato dal prodotto dei gradi delle equazioni che lo costituiscono.

3x+y=3 XY +y'=2 X+ =5

2x-y=2 X-y=5_ x+y=3 _
e di 1°grado; € di 6°grado; e di 2° grado.
Il piu generale sistema di secondo grado di due equazioni con due incognite ridotto in forma

normale & del tipo:

=0
{ mx+ny+p ()

ax’ +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0

con a,b e c reali non contemporaneamente nulli.
Il suddetto sistema si risolve per sostituzione.
Procedura

Si ricava dall’equazione di 1° grado la x o la vy, si sostituisce tale espressione nell’equazione di
2° grado e si ottiene un’equazione del tipo Ax>+ B x+ C =0 (oppure Ay? + By + C =0).
Si possono verificare i seguenti casi:
1) se A=B?-4AC >0 il sistema ammette due soluzioni reali distinte;
2) se A =0 il sistema ammette due soluzioni reali coincidenti;
3) se A<O0 il sistema non ammette soluzioni reali.

x=2y=0 x=2y
Es. 5 - 5 —>y-12y*+4y =0 > -12y*+5y=0—>
y=3x"+2x=0 y=32y)" +22y=0

->y(12y-35)=0—> y1=Oeyz=%equindi x1=0 e x2=%

5
Pertanto le soluzioni sono le coppie (0;0) e (%; E).

Significato geometrico
Risolvere un sistema di secondo grado a due incognite significa trovare gli eventuali punti
comuni ai grafici di una retta e di una conica.
Se Ax?2+Bx+C =0 (oppure Ay? + By + C = 0) & I'equazione risultante dal sistema (1) si
possono verificare i seguenti casi:
1) se A=B>-4A4C >0 larettaé secante la conica;
2) se A=0 laretta & tangente alla conica;

3) se A <0 Ilarettaé esterna alla conica.
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Osservazione
Il termine conica deriva dal fatto che tali curve si ottengono come sezione della superficie di un

bi-cono indefinito con un piano.

Osservazioni
e Selequazioneax?+bxy+cy?’+dx+ey+f=0 ériducibile, ovvero si puod scrivere nella
forma (a1 x +biy+c1) (a2 x+ b2y +cz2) =0, la conica si spezza in due rette e dicesi
degenere.
e Se la conica passa per l'origine degli assi cartesiani,l'’equazione della tangente nell’'origine
si ottiene uguagliando a zero i termini di primo grado.

Es. 2x>+6xy— 5y*>~ 3x+4y=0, latangente nell'origine ha equazione —3x+4y=0

VN
'
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11.3. La circonferenza

Def. La circonferenza ¢ il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso,

detto centro. Tale distanza si dice raggio della circonferenza.

Se C (a; ) &l centro ed r il raggio, il generico punto P(x; y) € R appartiene alla circonferenza se

PC=r> PC =P > x—af+ly-pP=r ()

Es. Trovare I'equazione della circonferenza di centro C (1 ; 2) e raggio \/7

La circonferenza richiesta ha equazione: (x — 1)? + (y — 2)? =(\/7)z = X2=2x+1+y?-4y+4=7—>
— X2+ y?—-2x—-4y -2 =0.

Dalla (+) sviluppando ed ordinando si ha: x2 +y2—2 ax-2 fy+a’+ B —r2=0;

ponendo 2a=a,-2f=be a’+ ﬂ2 —r? = ¢ si ottiene I'equazione della circonferenza generica

x?+y*+ax+by+c=0

Essendo —2a=a,-2 f =b > a= —%eﬁ= _é BN C(_%;_g)'

2
Essendo a’+ > —r2=c > r= o’ +f* —c=

1

—a*+b*—4c.

2
La circonferenza é reale se a> + b>—4 ¢ > 0.

Se a’?+b?-4c=0 — r=0 lacirconferenza si riduce ad punto.
Se a’?+b?—-4c<0 — lacirconferenza & immaginaria.

Es. Trovare il centro e il raggio della circonferenza di equazione:
x2+y2—-6x+8y—-1=0.

Siha: o= —%=3;ﬁ= - §= -4 > C(3;-4),

r= %\/(—6)2+(8)2+4 = %«/36+64+ = %\/10 = \/26.
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Casi particolari

1. Sec=0 la circonferenza passa per I'origine O (0; 0).

2. Sea=0 la circonferenza ha il centro sull’asse delle ordinate.

3. Seb=0 la circonferenza ha il centro sull’asse delle ascisse.

4. Sea=b=0 la circonferenza ha il centro nell’'origine O (0; 0).

5. Sea=c=0 la circonferenza é tangente all’asse delle x in O.

6. Seb=c=0 la circonferenza é tangente all’asse delle y in O.

7. Sea=b=c=0 lacirconferenza ha equazione x?+ y> =0 ed ha un solo punto reale O(0;0).
Osservazioni

L’'equazione x*+y?+ax+by+c=0 dipende dai tre parametri a, b e ¢, occorrono quindi
tre condizioni indipendenti per trovare 'equazione della circonferenza.
1. Dare le coordinate di un punto della circonferenza equivale ad una condizione.
2. Dare le coordinate del centro della circonferenza equivale a due condizioni.
3. Dare il raggio della circonferenza equivale ad una condizione.
4. Dare I'equazione di una retta tangente alla circonferenza equivale ad una condizione.
Esempio
Trovare I'equazione della circonferenza passante per i punti A(2,-1) e B (-3; 2) e avente il
raggio r =5.
1. Passaggio per A: 22+ (-1)>+2a—-b+c=0 (1% equazione).

2. Passaggio per B: (-3)2+22-3a+2b+c=0 (22 equazione).
3. r=5—> 1 a® +b*> —4c =5 (32 equazione).

Risolvendo il sistema formato dalle tre equazioni si trovano a, b e ¢ e quindi I'equazione della

circonferenza.

11.4. La posizione di una retta rispetto a una circonferenza.

Per trovare gli eventuali punti d’intersezione di una retta ed una circonferenza basta risolvere il

sistema { 5 2y S
X +y +ax+by+c=0

Sostituendo I'espressione della y ricavata dalla 12 equazione nella 22 equazione si ottiene
un’equazione del tipo Ax?+ B x+ C=0 con A, B e C funzioni dei parametri a; b, ¢, m e q.
Si possono verificare i seguenti casi:

1) se A=B?-4AC >0 laretta & secante la circonferenza (OH < r);

2) se A=0 laretta & tangente alla circonferenza (OH =r);

3) se A <0 laretta € esterna alla circonferenza (OH >r).
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secante tangente esterna

Esempio 1

Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione

x2+y?2 —4x=0 condotte dal punto P (- 3; 0).

La circonferenza ha il centro nel punto C(2;0) e raggio r = 2.
1° metodo

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione della
circonferenza ed imponiamo la condizione di tangenza.
{yz—O:Zm(x+3) - X+mi(x+3)2 - 4x=0 > x+m¥(x*+6x+9)- 4x=0—>

X +y -4x=0

—>x2+m?x2+ 6m2x+9m? —4x=0—> (1+m?)x2+2(3m?-2)x+ 9m?=0.

Condizione di tangenza: %= 0> Bm?=22-9m*(1+m?)=0 >9m*+4 —12m?-9m?+

[4
-9m*=0 > -21m*+4=0 > m=+ Il =J_r2\2/12_1'

N : : 1
Pertanto le tangenti richieste sono le rette di equazione y = + (x + 3).

2° metodo
Sia mx—y + 3 m =0 il fascio di rette di centro P, affinché questa retta sia tangente alla
circonferenza la sua distanza dal centro deve essere uguale al raggior .

Pertanto imponiamo che:

— m2—0+3m 25m?

CH:r=—| |=2—> gm =4 —>21m2—4=0—>m=i2\/i.
m>+1 m-+1 21

Quindi le equazioni delle tangenti richieste sono y = + 2;/12_1 (x + 3).

107



LE CONICHE

Esempio 2
Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione x?+ y?>—4 x =0 condotte dal
punto P(4;3).

t

t2

La circonferenza ha il centro nel punto C(2;0) e raggior = 2.
Il fascio di centro P ha equazione y —3 = m ( x —4); le rette del fascio sono tangenti alla
circonferenza se hanno distanza dal centro uguale al raggio.

2m+3—4m —2m)
| |, (B-2m)

5 =4 >
m* +1 m-+1

Pertanto imponiamo che: CH=r >CH=2—

—259+4m?—-12 m=4m?+4 -5 9-4=12m > my = % I'altra soluzione m & infinita perché
t> & perpendicolare all'asse x.

5
Quindi le equazioni delle tangenti richieste sono x=4 e y—-3= E(x -4).

Esempio 3
Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione x? + y? =4
condotte dal punto P (- 2; 2).
La circonferenza ha il centro nell’'origine O(0;0) e raggio r = 2.
Le tangenti richieste sono le rette del fascio di centro P che hanno distanza 2 dal centro della
circonferenza. Dall’esame del grafico si deduce che le equazioni delle tangenti richieste sono

y=2ex=-2

Osservazione
Per trovare I'equazione della tangente alla generica circonferenza di centro C in un suo punto

P basta trovare I'equazione della retta passante per il punto P perpendicolare alla retta PC.
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11.5. La parabola

Def. La parabola é il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso, detto
fuoco, e da una retta detta direttrice.
Parabola con asse di simmetria parallelo all’asse delle ordinate.

Siano F(x,;y,) le coordinate del fuoco ey =d [I'equazione della direttrice.
Sia H(x;d) la proiezione ortogonale di un generico punto P (x; y) del piano cartesiano sulla retta

y = d. Il punto P(x;y) appartiene alla parabola y se PF=PH —

y=d

> x4 =pp)t = y=d] > - xe (- e = (v - dF

2 4 2 g2
y = U S N /b /. e ponendo: — ——=a; ——F _=p g
2(yF_d) Yr —-d 2(yF _d) 2(yF_d) Vr —-d
24 2 g2
e TVp 74 _ 'equazione della parabola diventa:
2y, —d)

y=ax’+bx+c cona#0

Se a > 0 la parabola volge la concavita verso “I'alto”; se a < 0 verso il “basso”.

Si dimostra che il vertice e il fuoco della parabola hanno coordinate:

Lo b N

4 2a . r 2a .
__A ’ _1I-A"

v 4a Yr 4a

b . : . . o
X = —2— € 'equazione dell’asse e y = e 'equazione della direttrice.

a

Esempio 1
Data la parabola di equazione
y=2x>— 5x-1

determinare il vertice, il fuoco, 'equazione dell’'asse di simmetria e 'equazione della direttrice.
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Le coordinate del vertice,del fuoco,l’'equazione dell’asse e della direttrice sono rispettivamente :

x\/=—i=z ; A=25+8=33;yv=—A=—2; YF=ﬂ:—4;V(§;_§);F(§;_4);
2a 4 4a 8 8 4 8 4

X = 2 (élasse)ey= —% (& la direttrice) .

Esempio 2

Rappresentare nel piano cartesiano Oxy la parabola di equazione
y=—x2+4x-3
dopo aver trovato il vertice ed i punti d’intersezione con gli assi cartesiani.
Le coordinate del vertice sono:
b 4

Xy =——==-—=2;yw=f(2)=-4+8-3=+1>V(2;1).
2a -2
Intersezione con gli assi cartesiani:
2 2
=—x"+4x-3 =—x"+4x-3
YETE RS L g(0-3) 1T T T T L evax—3=0
x=0 (assey) y =0 (asse x)

x2—4x+3=0;A=16-12=4;—>x1=1 exx=3 > A(1;0)eB(3;0).

a< 0
Osservazione

Il coefficiente a del termine quadratico determina I'apertura della parabola.

Casi particolari
1) ¢c=0e b#0 la parabola ha equazione y = a x>+ b x , passa per l'origine degli assi e se

a>0 il grafico € del tipo:

a>0

2) Seb=0ec #0 laparabola ha equazione y =a x2+ c, il suo vertice V (0; c)e y.
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a<o0

3) Seb=c=0 laparabola ha equazione y=ax? ed ha il vertice nel punto V(0;0).

y

\'

cona<0
4) Se A=Db?-4ac >0 la parabola taglia I'asse delle ascisse in due punti distinti.
a>0 a<o

y y
\X1 X2 / X X1 X2 X

5) Se A=0 la parabola & tangente all’asse delle ascisse.

y

X1 = X2
v (0] (0] X1 = X2

a<o0 a>0

6) Se A< 0 la parabola non taglia 'asse delle ascisse.

A

111



LE CONICHE

Osservazioni
L’equazione di una generica parabola con asse parallelo all’asse y (o all’asse x) dipende da tre
parametri a, b e ¢; occorrono quindi tre condizioni indipendenti per trovarne I'equazione.
Dare un punto della parabola equivale ad una condizione.
Dare le coordinate del vertice equivale a due condizioni.
Dare le coordinate del fuoco equivale a due condizioni.

Dare I'equazione dell’asse equivale ad una condizione.

o kW N2

Dare I'equazione della direttrice equivale ad una condizione.
6. Dare I'equazione di una retta tangente alla parabola equivale ad una condizione.
N.B. Ogni condizione imposta si traduce in un’equazione nelle incognite a, b e c.
Esempio
Trovare I'equazione della parabola con asse parallelo all’asse delle ordinate, di vertice V (1; —2)
e passante per il punto A (4; 0).
La generica parabola con asse parallelo all’asse delle ordinate ha equazione

y=ax?+bx+c cona=0.

12 condizione: — i =1;

2a
2 —
22 condizione: — M =-2;
4a
32 condizione: passaggioperA — 0=a42+b4 +c.
_b
2a
2 _—
Risolvendo il sistema <— b4ﬂ =-2
a
16a+4b+c=0

si trovano a, b, ¢ e quindi 'equazione della parabola.

11.6. La posizione di una retta rispetto a una parabola.

Per trovare gli eventuali punti d’intersezione di una la retta con una parabola basta risolvere il

) y=mx-+gq
sistema 5
y=ax" +bx+c

Dal confronto delle due uguaglianze si ottiene I'equazione a x? + (b — m)x+c —q = 0.

Si possono verificare i seguenti casi:
1) se A=(b—m)’> —4a(c—q)>0 laretta & secante la parabola;

2) se A=0 laretta & tangente alla parabola;

3) se A<0 laretta € esterna alla parabola.
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o
A>0 / \ r 0 X

A <0

retta secante retta tangente retta esterna
Esempi

1. Trovare le coordinate dei punti d’intersezione della parabola di equazione y =x?>-2x con

1
laretta y= —x.
y 2

La parabola ha il vertice nel punto V (1, — 1) e taglia I'asse x nei punti O ed A (2;0).

Per trovare i punti richiesti basta risolvere il seguente sistema:

1
y—Ex —>x2—2x=%x—>2x2—4x=x—>2x2—5x=0—>x(2x—5)=0 —->x1=0 e

y=x"—2x

5 L 5
X2=Eequmd| yi=0 e y2=Z.

5
Pertanto i punti d’intersezione sono O(0;0) e P ( ;Z )-

o | i

2. Trovare le equazioni delle tangenti alla parabola, di equazione y = x>— 2, condotte dal punto
P (0; —4).
Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione della

parabola ed imponiamo la condizione di tangenza.
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=mx—4
{y > x=2=mx-4 > xX*-mx+2=0.

y=x"-2
Condizione di tangenza: A=0 ->m?-8=0 > m=+ 242
Quindi le tangenti richieste hanno equazione y = + 2\/§x -4,
3. Trovare I'equazione della tangente alla parabola y = x?, parallela alla retta r di equazione y = x.
Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di rette parallele alla retta r e dalla
equazione della parabola ed imponiamo la condizione di tangenza.

y=x+k ) . . 1
, —> X*=xt+k —>x*—x-k=0. Condizione di tangenza: A= 1+4k=0 — k= —Z.
y=x

Pertanto 'equazione della tangente richiesta &€ y =x — S
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11.7. Parabola con asse parallelo all’asse delle ascisse
Applicando alla parabola y = ax?+ bx+ ¢ la sostituzione associata alla simmetria rispetto alla
rettay = x si ottiene I'equazione
x =ay?+by+c cona #0.

Pertanto le coordinate del vertice e del fuoco sono:

__b I
v 2a e r 2a
LA L1
g 4a T 4q
b . : : -1-A : .
mentre y = — o e 'equazione dellasse e x= é I'equazione della direttrice.
a a

y
/
v % asse

\

O X

/

Se a > 0 la parabola volge la concavita verso destra e se a < 0 verso sinistra.
Esempio
Data la parabola di equazione
X=—y?+3y-2
determinare il vertice, il fuoco, 'equazione dell’'asse di simmetria, 'equazione della direttrice e

disegnarne il grafico.

1
=+l—>xF= =O,V(—;§);F(0;§);
4 4a 4 2 2

b 3 A
Siha:A=9—8=1; = = — = — Xy =— —
WY T Y T T

1
2 e x =+ —(direttrice).

\ 2v

y= —(asse);x=

N | W
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11.8. L’ellisse

Def. L’ellisse é il luogo geometrico dei punti del piano per i quali € costante la somma delle
distanze da due punti fissi, detti fuochi.

Scegliendo come asse delle ascisse la retta passante per i due fuochi F+(- c; 0) ed F2 (c; 0) ed

indicando con 2a la costante, il generico punto P(x; y)e R* appartiene all’ellisse se

PF, + PF, = costante — \/(x+c)2 +(y-0) +\/(X—C)2+(y—0)2 = 2a.

Razionalizzando,sommando i termini simili e ponendo a?— c? = b? si ottiene I'equazione
b2x? + a’y? = a’b? che divisa per a’b? diventa

Osservazioni

1) La curva & simmetrica rispetto agli assi cartesiani e quindi rispetto all’origine.

2) L’ellisse taglia gli assi cartesiani nei punti Ax(a; 0); A1 (-a; 0); B2 (0; b) e B4(0;-b).

3) A,4,=2a éla misura dellasse maggiore; B B, =2b & lamisuradellasse minore e quindi
OA,=a e OB, =b sono le misure dei semiassi.

4) Essendo a’~c?=b? »c=va’' -b’ > F(i\/a2 —b*; 0).

5) FF, = 2c dicesi distanza focale.

dis tan za focale _ F.F, _ 2c

6) Il rapporto = ‘= e < 1 si dice eccentricita dell’ellisse.
a

asse maggiore A4, 2a

N.B. L’ eccentricita ci da notizie sullo schiacciamento dell’ellisse.

In particolare, se a=b = e =0 si tratta di una circonferenza.
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2 2

Es.%+y7=1,az=9 Sa=3,b2=4 > b=2c=~9_4=4/5, =§, F(£+/5;0).

Osservazione

Se a < b i fuochi si trovano sull’asse delle ordinate e si ha:

y
F1
0 X
F2
x2 y2 2 2 C 4
Es. 5 +95=1,a=95a=3,0°=25 5> b=5c= \/25—9=4,e=g=§ e F(0; +4).

11.9. La posizione di una retta rispetto a un’ellisse

Per quanto riguarda lo studio della posizione di una retta rispetto all’ellisse valgono le stesse
considerazioni precedentemente fatte nel paragrafo 11.2 relative alla posizione di una retta

rispetto ad una conica.

Es. Trovare le equazioni delle tangenti all’ellisse di equazione x?+ 4 y? = 1
condotte dal punto P (-2; 0).

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione dell’ellisse

ed imponiamo la condizione di tangenza.

{y =m(x+2)

5 , LoOX+HAMA(x+2P=1 5> X +4m*(x*+4x+4)-1=0—>
x +4y° =1

—(1+4 m?) x2+16 m?x +16 m? — 1 = 0. Condizione di tangenza: %: 0—

64m*—(1+4m?)(16m?-1=0 —> 64m*-16m?+1-64 m*+4m?=0 > 12m?=1 >

B3

->m=+t—.
6

N . , 3
Pertanto le tangenti richieste sono le rette di equazioney = + ?( X+ 2).
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11.10. L’iperbole

Def. L’iperbole é il luogo dei punti del piano per i quali € costante la differenza delle distanze da

due punti fissi, detti fuochi.

Scegliendo come asse delle ascisse la retta passante per i due fuochi F1(-c; 0) ed F2 (c; 0) ed

indicando con 2a la costante, il generico punto P(x; y)e R*> appartiene all'iperbole se

‘P_Fl'P_Fz‘ = costante —» ‘\/(x+c)2+(y—0)2 —\/(x—c)2+(y_0)2‘ =23

Razionalizzando, sommando i termini simili e ponendo ¢? — a? = b? si ottiene I'equazione
b?x?— a? y2 = a? b? che divisa per a?b? diventa

2 2

X o1

2 2
a b

essendo ¢ = Va’ +b> — F (£ +a’ +b*; 0), mentre VV, =2a & la misura dell'asse trasverso.
Osservazioni

1) La curva & simmetrica rispetto agli assi cartesiani e quindi rispetto all’origine.

2) L’iperbole taglia I'asse delle ascisse nei punti (vertici) V2 (a; 0), Vi (- a; 0) .

3) L’asse x dicesi asse trasverso e I'asse y non trasverso.

b
4) Lerette y = £ —x sono le equazioni degli asintoti dell'iperbole.
a

— 2
5) Essendo FF, =2c> 2 a la distanza focale, I'eccentricita & e = 2—c =551,
a a

Osservazione

Larettay = mx + q € asintoto di f(x) se lim[ /(x) —(mx + ¢q)]=0.
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Es. Determinare i vertici, i semiassi, i fuochi, gli asintoti e I'eccentricita dell’iperbole di
equazione x> —-4y?=9.

2 2
L’equazione delliperbole in forma canonica & %—% =1.
4

Pertanto si ha : a=3;b=% cc=Aa*+b? 21/9+%:%\/§;F(i%\/§;0);
2¢ ﬂ \/g
6

FF,=2c=35;V(£3;0);y= ilx(asintoti) ed e= —— =
2 2a 2

Nota

Se i fuochi sono sull’asse delle ordinate I'equazione dell’'iperbole diventa

x2 y2
R
a’ b ()

In tal caso I'asse trasverso € I'asse delle ordinate.

Siha:V (0;£b); F(0;xc); e=§—lc)= %>1 ey= iéx sono gli asintoti .

\{/
N

Se a =b liperbole si dice equilatera.In tal caso la (1) diventa x2—y?=a? con F(+a+/2:0)e
V(xa;0); la(ll)diventa x2—y?=—a? con F(0;+ a\/z) e
V(0;% a), entrambe aventi per asintoti le rette y = £ x e I'eccentricita e = \/E

y y

Fooov eV F X o X

X2 — y? = a2
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L’iperbole equilatera riferita ai propri asintoti

L’equazione dell'iperbole equilatera x> — y?> = a?, con una rotazione di 45° in senso orario

. a’ . L o a’ .
diventa xy= 7; con una rotazione di 45° in senso antiorario diventa xy =— 7 In ogni caso

2

l'equazione xy =k (conk = ) rappresenta nel piano cartesiano un’iperbole equilatera riferita

ai propri asintoti.

Per k>0 siha: F(++2k:+y2k) e V (EEtE)
Per k<0 siha: F'(+\/-2k ;3V-2k ) e V'(+\-k ;¥ -k )

Osservazioni
e se k> 0 il grafico dell'iperbole si trova nel 1° e 3° quadrante;
e se k< 0 il grafico dell'iperbole si trova nel 2° e 4° quadrante.

N.B. Se xy =k le variabili x e y si dicono inversamente proporzionali.

11.11. La posizione di una retta rispetto a un’iperbole.

Per quanto riguarda lo studio della posizione di una retta rispetto all’iperbole valgono le stesse
considerazioni precedentemente fatte nel paragrafo 11.2 relative alla posizione di una retta

rispetto ad una conica.
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11.12. Ricerca della tangente in un punto di una conica col metodo dello

sdoppiamento

L’equazione della tangente alla generica conica di equazione
ax?+bxy+cy’+dx+ey+f=0
nel suo punto P (Xo. yo) si ottiene sostituendo nell’equazione della conica :

e X2 con XoX:

e Yy con Yoy,

1
e X con §(x+x0);

1
e y con 5(y+yo)-
Es 1. Trovare I'equazione della tangente all’ellisse di equazione 4x? + y? = 16 nel suo punto
P(1243).
Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:

41.x+243y=16 — 4x+ 243y=16.

Es 2. Trovare I'equazione della tangente alla parabola di equazione y = x> — 3 x — 4 nel suo
punto P (1;—6).

Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:

%(y—6)=1.x —3%(x+1)—4 —->y—-6=2x-3(x+1)-8 > y= —x-5.

Es 3. Trovare I'equazione della tangente alla circonferenza di equazione x2 + y?> — 4x =0 nel
suo punto P(l; \/3)
Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:
1
1%+ \/§.y—45(x+1)=o > x+3y-2x-2=0 > x—+3y+2=0.

Osservazione
La normale ad una curva in un suo punto é la retta perpendicolare alla tangente alla curva in

quel punto .
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CAPITOLO 12

FUNZIONI GONIOMETRICHE E TRIGONOMETRIA

12.1. Goniometria

Sistema di misura sessagesimale
Data una circonferenza divisa in 360 parti uguali, sulla quale sia stato fissato come verso
positivo degli archi quello antiorario come in figura. Se I'arco

~——  circonferenza
MN=""360

si dice che I'angolo MON = 1° sessagesimale.
Siha: 1°=60 e 1'=60"

Pertanto un angolo giro misura 360° sessagesimali.

Sistema di misura centesimale
Se la circonferenza & divisa in 400 parti uguali come in figura si ha:

——  circonferenza
MN=""200

In tal caso si dice che la misura delllangolo MON €& un grado centesimale e quindi I'angolo giro

misura 400° centesimali.

Arco radiante
Considerate le circonferenze concentriche di centro O in figura, essendo gli archi direttamente
proporzionali ai rispettivi raggi si ha:

AB _AD_AB
OA OA' OA"

o ( costante )
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Sl

In tale caso si dice che 'ampiezza dell’angolo al centro AOB € « radianti.

N.B. llnumero « & anche la misura dell'arco AB’ rispetto al raggio OA.

r=272

. . : S 27
E’ ovvio che 'angolo giro misura 2 7 radianti perché
r

Quindi si ha che 360° equivale a 2z radianti; 180° equivale a 7 radianti e 90° equivale a %

radianti.
La proporzione 180°: 7= x° : y° permette il passaggio da gradi sessagesimali a radianti e
viceversa.

Es. Trasformare 15° in radianti.

15°
Siha: 180°: 7= 15°:y@ — yd = =T
180° 12
Nota
H o o H . 1800 o ’ i3]
Dalla proporzione 180° : 7=x°:1" si ottiene 1™ = = 57° 17 45",
Vs
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12.2. Funzioni goniometriche e loro variazione

Sia Oxy un sistema di assi cartesiani ortogonali; la circonferenza di centro O(0;0) e raggio
unitario si dice circonferenza goniometrica.
Un generico punto P della circonferenza € individuato dall’arco (o angolo) orientato AP= a;
A(1;0) dicesi origine dell’arco e P estremo dell’arco.
Nota. Per convenzione gli archi si considerano positivi se orientati in senso antiorario,negativi in

caso contrario.

Def. Seno di un angolo o di un arco ‘AP é l'ordinata dell’estremo dell’arco.

PH —
sen a=0—= PH =vyp

©
=]
r\)‘:l T <

2° quadrante 1° quadrante

180° | T 1) H

3° quadrante 4° quadrante

3
2
270°| D

Nota 1. Seno viene dal latino sinus (piega), cioé corda piegata in due parti uguali.

Def. Coseno di un angolo o di un arco ‘AP & l'ascissa dell’estremo dell’arco.
OH —
cosa = —P= OH =xp.

Nota 2. Coseno significa complementare di seno.
E’ ovvio che: sen 0° =0, sen 90° = 1, sen 180° = 0, sen 270° = -1, sen 360° =0, cos 0° =1,

cos 90° =0, cos 180°=—-1, cos270°=0 e cos 360° =1.

Pertanto al variare del’angolo « sihache —1 <sena<1 e —1<cosa <1 oppure |sena| <le

|c0sa| <I.

Inoltre si ha:

1. se 0< a<§ = sena >0 e cos a >0 (1° quadrante);

2. se %< a<rm = sena>0 e cos a<0(2°quadrante );
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3
3. se 7<a< 57[ = sena <0ecos a<0(3°quadrante);

3
4. se E;z< a <2r = sena<0ecos a>0(4° quadrante).

Essendo sen o =sen (a+ 2 kz) e cos a= cos (x+ 2kr); con k € Z ,le funzioni seno e
coseno sono periodiche con periodo T =2 z (T = 360°).
Grafico della funzione seno (sinusoide)
y = sen x; IE =R; Codom = [-1; +1]. Essendo la funzione periodica ci limitiamo alla sua

rappresentazione nell’intervallo [O;Z;z] .

La curva passa per i punti: (0; 0); (%; 1); (7; 0); (%72’ ;-1 e (2x;0).

Dallesame del grafico possiamo dedurre che la funzione :

e épositivaper 0<x< r;
. Vs 3
e ¢ crescente per 0<x<5 vper5ﬁ<x<27z;

e cambia concavita nei punti (0; 0); (x;0); (2x; 0).
Grafico della funzione coseno (cosinusoide)

y = cos x; [IE =R; Codom = [-1; +1]. Essendo la funzione periodica ci limitiamo alla sua

rappresentazione nell’intervallo [O ; 27z].

La curva passa per i punti: (0; 1); (%; 0); (7;-1); (%ﬂ' ;0)e(2x;1).

+1

Dallesame del grafico possiamo dedurre che la funzione :
. . V4 3
e & positiva per 0SX<E Vv per E;z<x£27r;

e écrescente per 1<x<2 r;

e cambia concavita nei punti : (%; 0)e (%7[ ; 0).
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Tangente di un arco (o di un angolo)

Def. La tangente dell'arco AP = « & l'ordinata del punto T, intersezione tra la retta t tangente

alla circonferenza nel punto A origine degli archi, con la retta OP.

y

PI

Essendo i triangoli OPH e OAT simili si ha: AT : PH= OA: OH — AT :sena=1:cosa —>

—  sena L sena
— AT = e quinditg a =
cosa cosa

iC.E.. cosa =0 se o # %+k7r,con keZ.

Dal graficosiha:tg ¢ =tg (a+ k) e percidil suo periodoe T= r.

Grafico della funzione y =tg x

La funzioney =tg x & definita per x # % + kz eil Codom =R.

Passa per i punti: (0;0), (7;0)e (27;0) e le rette x = % + k7 sono asintoti verticali.

NIE]
N

Dall’esame del grafico possiamo dedurre che la funzione :
e & positiva nel primo e nel terzo quadrante;
e ¢ strettamente crescente in tutto il suo IE;
e cambia concavita nei punti : (0;0), (7;0)e (27;0).
Osservazione
lil”ITl Igx=+w e lil”l;l Igx=—00.

x> x>+
2 2
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Cotangente di un arco
Def. La cotangente dell’arco AP = a ¢é l'ascissa del punto C d’ intersezione tra la retta t

tangente alla circonferenza nel punto B(0;1) e la retta OP.

y
B C t
Kl
@X/ a 0
o A X

Essendo i triangoli OPK e OCB simili si ha: BC:PK =0B:0K — BC:cosa =1:sena —

cosa _— cosa
e quindi cotg a =
sena sena

: CLE.:sena #0 se a# k.

BC=

Dal grafico si ha: cotag @ = cotg (« + k) e percio il suo periodoé T= r.
Nota. Cotangente significa complementare di tangente.

Grafico della funzione y = cotg x
La funzione y = cotg x & definita per x # kz e il Codom =R.

3
Passa per i punti (%; 0) ,(571 ; 0) elerette x= 7+ Kkx sono asintoti.

y

+
+
+

Dallesame del grafico possiamo dedurre che la funzione :
e & positiva nel primo e nel terzo quadrante;
e ¢ strettamente decrescente in tutto il suo IE;

e cambia concavita nei punti (%; 0) e (%7[ ; 0).

Osservazione. limcotgx=— o e limcotg x=+o.

X—>7T— X—>r+

Secante e cosecante di un arco

con a # kr.

s
con ¢ # — +krx;coseca =
cosa 2 seno
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12.3. Funzioni inverse

Premessa: una funzione € invertibile in un intervallo se é ivi biiettiva (biunivoca).

e y=sin x & invertibile nell'intervallo [—E;jt?} e la sua inversa & x =arc sin (y).

, T X—>y . :
Applicando la sostituzione la f-'diventa y =arc sin (x).

y—>X

Siha: Dom f-' =[-1;+1]; Codom f-' = {_%;Jr%}

vl

n
2

e y=cosx € invertibile nell'intervallo [0 ; 7[] e lasuainversa & x = arc cos (y).

. T X—=>Yy .
Applicando la sostituzione la f-1diventa y = arc cos (x).

y—ox
Siha: Dom f*! =[-1;+1]; Codom f-! = [0;7] .

y

NS

e y=tgx e invertibile nell'intervallo (—%;+%) e la sua inversa é x = arc tg (y).

la f-'diventa y = arc tg (x).

: _ X—=>y
Applicando la sostituzione
y—Xx

Siha: Domf ! =R; Codom f =(—%;+%)_
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y

y = cotg x & invertibile nell'intervallo (0; 7) e la sua inversa & x = arc cotg (y)

-y A -
la f-diventa y =arc cotg (x).

Applicando la sostituzione {
y—X

Si ha: Dom f "= R; Codom f 1= (0; 7)

RN

Nota. Avendo applicato alla funzione f "'(y) la sostituzione associata alla simmetria rispetto alla

retta y = x, il grafico della funzione inversa f -1(x) & il simmetrico del grafico della funzione f(x)

rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante.

12.4. Relazione fondamentale tra seno e coseno di uno stesso arco

180°

y

90°

Dal triangolo rettangolo OHP, in figura, per il teorema di Pitagora si ha PH

270°

2 —2 —2
+OH = OP —>

2 2
sen " OL+cos O =1

Dalla suddetta identita si ottiene :

1. sena = ++/l1—-cos’a
2. cos a= t+1-sen’a .
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1
Es. Noto sena = 5 con 90°< a < 180° ,calcolare il valore delle restanti funzioni

goniometriche.

1 1
e cosa =—+l-sen’a =- \/1—(—)2 =— \/1——=— i=——3;
2 4 ) 2
sena 1 ﬁ 1 2 1 3
c gaE—— = ()= () =- == O
cosaa 2 2 2 \/5 3 3
1 1 2 24/3
e cotga=—=— +/3;seca= =— ——==—-_""""\ coseca = =2
lga cosx NE) 3 sena

12.5. Relazioni tra le funzioni goniometriche di particolari coppie di angoli

(archi associati)

y
90°
F
P’ 2 P
T- 0o (ot
180°| a ol o
27 E X
0 360
T+ 2m- o
P 3 P
>
270°

o Coppie di angoli supplementari (la cui somma é un angolo piatto) [ grafico ( 1)]

In tal caso i due angoli sono del tipo («°; 180° — «°), oppure (& ; 7— a ), e individuano i punti
P e P’ simmetrici rispetto all'asse delle ordinate.
Pertanto si ha :
Xp=—Xp — COS(T—@)=—-cCcOS @; Yy = Yyp —» sen(z—a)=sen a;tg(r—-p)=-1tg a e
cotg (7 —a)=— cotg « .
Es. sen 120° = sen (180° — 120°) = sen 60° .
e Coppie di angoli che differiscono di un angolo piatto

In tal caso i due angoli sono del tipo (a°; 180° + a°), oppure (« ; 7+« ), € individuano i punti
P e P’ simmetrici rispetto al punto O origine degli assi.
Quindi si ha:
Xpr =—Xp — COS (m+a)=—-cosa ; yr =—yp > sSen(r+a)=-sen a; tg(7+a) =tga e
cotg (7 + a)=cotgu .
Es. cos 210° =— cos (210° - 180°) = — cos 30° .
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e Coppie di angoli esplementari (la cui somma é un angolo giro)
In tal caso i due angoli sono del tipo (a°; 360°—a°), oppure (« ; 27— « ), e individuano i punti
P e P"simmetrici rispetto all’asse delle ascisse.
Pertanto si ha:
Xp» = Xp — COS (27— @)=COS a: Yp»=—Yp > sen 2z —a) =—sena .
tg(27—a)=—tg o e cotg (27— o) =— cotg « .
Nota
Gliangoli @« e — o individuanoipunti P e P"e pertanto si ha:

sen (-a)=-sen a:cos(—a)=cos a:tg(—a)=-tga ecotg(-a)=-cotg « .

y
90°
90°+ a° 90°- a°
T Q
P\ o°
ao
180° o’ 0°
(0] H | 360° X
S R
270°- o° L 270°+ o°
270°

(1)

e Angoli complementari (la cui somma é un angolo retto) [ grafico (11 )]
In tal caso i due angoli sono del tipo (90° — a° e ao), oppure (%—a; a), ese QePsonoi

punti che essi individuano si ha :

Xa=Yyp — cos(90° - a°)=sen a° eya=xp —>;sen(90°- a°)= cosa®; tg(90° - a°)=
=cotg a° e cotg (90° - a°) =tg a°

o Angoli che differiscono di un angolo retto

In tal caso i due angoli sono del tipo (90°+a’; "), oppure ( %+ a;a),eseTeTsonoipunti

che essi individuano si ha :
xr =—yp = cos (90°+ a’)=—sen a’;yr=xp — sen(90°+ ") = cosa’ >
—tg (90° +a”)=— cotg o’ e cotg (90°+ a’)=— tg a°.

e Angoli la cui somma é uguale a 3 angoli retti

In tal caso i due angoli sono del tipo (270° — a°; a°) e se S e P sono i punti che essi
individuano si ha :

Xs= —Yyp —> C0Os (270°-a°)=—sena®. ys =—xp — sen(270°-~a°)=-cosa® —>

—1g (270°—a®) = cotga® e cotg (270° —a°) =tg®.
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e Angoli che differiscono di 3 angoli retti
In tal caso i due angoli sono del tipo (270° + «¢°; a®), oppure (%+ a;a),ese RePsonoi

punti che essi individuano si ha:

XrR=Yp —> COs (270° +a°)=sen a’, yr =—xp —>sen (270° + a°)=—cosa’;

tg (270° +a°)=- cotga® e cotg (270° +a°)=- tga”°.

12.6. Applicazioni nello studio delle funzioni

Es 1. f(x)=2senx—3cos (%— X),con 0 < x < 2rx, sitrasforma nella funzione f(x) =— senx.

y y =senx
/// ™ N // g X
// 0 TE\\\ ///ZN
- T y =- senx

Il grafico della funzione f(x) = —sen x & il simmetrico del grafico della funzione f(x) = sen x
rispetto all’asse x.

Es 2. f(x)=sen (3x+ x)+ cos (-7 -3 x) diventa f(x) = sen (3 x+ ) +cos (7 + 3 x).

3 .
Es 3. f(x)=sen (572'— x)+ 3 cosx diventa f(x)=- cosx+ 3 cosx — f(x)=2 cosx.
y
2 y =2 cos X
/
1_| y = cos x
X
% %
0 T T 3 27
L2 27
21
Osservazione

La funzione y = 2 cos x si ottiene dalla funzione y = cos x con la dilatazione verticale:

X=X
1
y—=Zy

2
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12.7. Valori delle funzioni goniometriche di angoli particolari

Si dimostra che:

sen 30° = %; cos 30° =
1
cos 60° = —; sen60° = 5
sen 45° = cos 45° = g e

(8]
o | &

tg 30°

cotg 60° =

ﬁ
3

V3
3

; cotg 30°

tg 60°

tg 45° = cotg 45° =1.

V3;

V3;

Dalle relazioni tra le funzioni goniometriche di particolari coppie di angoli si ottiene il

seguente grafico

sin cos tan cot

RN N i} y NEN Ntk
27 27 >3 22 ’\/37’ 3
90°
T
V2 2 120° 2 60° V2 2 1.1
27 20 —\ 2 K f 2720
=T / L
135° 3 /13 45°
1._V3 V3 3 3 / S 1 V3 ﬁr
R S L’ / T -5 a3
2572773 \ 4 ) pe. P AR
150° // // _ 30
5 / T
<7 S ATE
o 27 | 360°
6.7 S/ %n
210° iTE’/ / 330°
F /
13 3 / / 7 \ 1 V3 3
23 ; / " iy
2250 // o
/4 5 315
//TT[ 3 T
_\/7 _Q‘ 1.1 / 240° %Tt 300° N\ Q.E.,y,l
2 20 2 g T
270°
V3 1 J3 3 1 J3
Fio T4k
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12.8. Riduzione al primo quadrante

1° caso: dal 2° al 1° quadrante; 0° < a°< 180°.

In tal caso basta considerare il supplementare di °.

1
Es 1. sen 150° =sen ( 180°- 150° ) = sen 30° = 5
y
150° 30°
/ \’ 0° X
0] 360°

5

Es 2. cos 150° = —cos ( 180° — 150° ) = - cos 30° =—

Es 3. tg120°=—1g60° = — /3.

2° caso: dal 3° al 1° quadrante; 180° < a° < 270°.

In tal caso basta sottrarre 180° da «° (angoli che differiscono di un angolo piatto).

Es 1. sen 240° = —sen ( 240° - 180° ) = —sen 60° = — %
60°

0 0° X
360°

240°

Es 2. cos 210° = —cos (210° - 180°) = — cos 30° = —

V3
3.
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3° caso: dal 4° al 1° quadrante; 270° < a° < 360°.

In tal caso basta considerare I'esplementare di a°

N

Es 1. sen 315° = —sen (360° — 315°) = —sen 45° = — -

45°

360°

315°

Es 2. tg 300° =—tg (360° —300°) = —tg 60° = — V3.
Nota. Per la riduzione al 1° ottante (45°< «°< 90°) basta considerare il complementare di «°.
Es. sen 70° =cos (90°- 70°) = cos 20°.

12.9. Riduzione al primo giro

Basta ricordare che le funzioni seno e coseno hanno periodo 360° o 2 e le funzioni tangente
e cotangente periodo 180° 0 7.
Se I'angolo « ° € maggiore di 360°, bastera dividere « ° con 360°; se k e r° sono rispettivamente
quoto e resto della suddetta divisione si ha « ° = k 360° + r°. Pertanto, in generale si scrive:
e sen a®°=sen (k360°+r°)=senr;
e cos a°=cos (k360°+r°)=cosr;

o tga’=tg(k360°+r°)=tgre.

Es 1. sen 750° =sen (2. 360° + 30°) = sen 30° =

1
2

NG

Es 2. cos 1230°= cos (3 . 360° + 150° ) = cos 150° = — cos 30° = —

Es 3. tg1500°= tg (4. 360° + 60°) = tg 60° = /3.
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12.10. Identita goniometriche

Def. L’identita goniometrica é 'uguaglianza tra due espressioni goniometriche che e verificata,
in generale, per qualsiasi valore dato agli angoli.

Sono identita tutte le formule che abbiamo incontrato o che incontreremo (relazione
fondamentale tra seno e coseno, formule di addizione, di duplicazione, bisezione, prostaferesi,
ecc).

_ sin sin . s
Es. sina +cos’a =1;tg a = ;19 @ = —————= sono identita.

cosa ++/1-cos’ «

12.11. Equazioni goniometriche elementari

Def. L’equazione goniometrica e I'uguaglianza tra due espressioni goniometriche che e
verificata, in generale, per particolari valori dati alle incognite (angoli).
Es. sen x =cos 2x, tag x = cotg x, sen (x + 30°) = cos (2x — 20°) sono equazioni.
Equazioni elementari:
1) senx=a — x=arc sen (a);
2) cosx=b —> x=arccos (b);
3) tgx=c > x=arctg (c);
4) cotg x =d — x = arc cotg (d).

Le prime due equazioni ammettono soluzioni se: -1<a <1 e-1<h<1; mentrelaterzaela

quarta ammettono soluzioni V valore di ¢ e d reali.
1 1 1

Es1. senx=— — x=arcsen(—)=sin"(=-)—>
2 2 2

x1=30° +k 360° v x2=(180° — 30°) + k 360° = 150° + k 360°.

y
150° 30°
€
2 0° X
(0) 360°

Es 2. senx=-0,6 >x=arcsen (-0,6) > x4 = (-36,8698)° + k 360°; x» = (— 143,1301)°+ k360°.

Es3. cosx=—1—>x=arccos(—1)=7+2k r.

1 1
Es 4. cosx= ) - x=arccos(§)—> x =+ 60°+ k 360° .
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60°

1 360°
2

_/_ 60°

Es5. tgx=1—> x=arctg(1)=45°+k 180°.

y

ol A 45° 0 X
A|360°

Es6. tgx=++/3 > x=arctg (+ v/3)= £60°+ k 180°.

Es7. senx=0 - x=arcsen (0)=kzx

1 1
Es 8. senx=- ) — X =arc sen(-z)—> x1=—=30°+k 360° v x2 =210°+k 360°.
y

1
150° 2 30°

/ 0 0° X
T 360°
T
30°

2100 -
(330°)

2
Es9. sen3x=1 —>3x=arcsen(1) »>3x= %+2k7r—> X = %+§kﬂ.

Es 10. cos (3x-10°)=-1—> 3 x—-10° = arc cos (-1) >3 x=10°+180° + k360° —>

_ 190°

— X +k120° . E’ ovvio che sen x = 2 e cos x = — 1,3 non ammettono soluzioni.

Nota. Data I'equazione sen x=m con meR", se X= a € Xx= 7 —a sono le soluzioni, 'equazione
sen X =—m ammette le soluzionix=7+a ex=27—-«.
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12.12. Particolari equazioni non elementari

1) sen A(x) = sen B(x) & verificata se A(x) = B(x) + k 360° v A(x) + B(x) = 180° + k 360°.

2) cos A(x) = cos B(x) & verificata se A(x) = B(x) + k 360° v A(x) + B(x) = k 360°.

3) sen A(x) = cos B(x) e verificata se A(x) + B(x) = 90°+ k 360° v A(x) — B(x) = 90°+ k 360°.

Es 1. sen (2 x—-30°) =sen x — 2x—30° = x + k360° — 2 x—x = 30° + k360° — x = 30° + k 360°
v 2x-30°+x=180° + k 360° — 3x =210° + k 360°—> x=70°+k 120°.

Es 2. cos (3x + 10°) = cos 2x — 3x + 10° =2x + k 360° — x =-10° + k 360° v
3x+10°+2x=k360° > 5x=-10°+k 360° > x=—-2°+k72°

Es 3. sen4x =cos 3x = 4x + 3x=90° + k 360° — 7x=90° + k 360° — x=9;) +k360

\%

4 x—-3x=90°+k360° — x=90° + k360°.

Nota. cos A(x) =—sen B(x) & equivalente all’equazione cos A(x) = sen [-B(x)].

12.13. Equazioni riconducibili ad equazioni elementari
Procedura per ricondurre,quando & possibile, le equazioni che contengono piu funzioni
goniometriche a equazioni elementari:
1) siriconduce I'equazione ad una sola funzione goniometrica;
Il') sirisolve 'equazione ottenuta rispetto alla funzione considerata come incognita;

lll) sirisolvono le equazioni elementari che si ottengono.

Es 1. Zsenzx—\/gsenx=0—>senx(23enx-\/§ =0 »>senx=0 v 2senx-\/§=0.

1 1
Es 2. 4coszx—1=0—>coszx=z —> cosx= 1t ——>cosx=i5 ..........

NG

Es 3. 3tgzx—1=0—>tgzx=§ —>tgx=iT — x = +£30° +k 180°.

Es4. 2sen’x+3senx +1=0(A=9-8=1); risolvendo rispetto a senx si hanno le due

-3+1

—>senx=-1 > x=270° + k 360°

equazioni elementari: sen x =
1
e senx=—§—> x1=—30° + k 360° e x2 = 210° + k 360°.

Es 5. sen?x-—cos?x=1-—1-cos®> —cos?x =1-—>cos?x =0— x =90°+ k180°.
Es6. sen?’x—cosx=1—> 1-cos?x—cosx=1 — cos?x+cosx=0 —> cosx(cosx+1)=0

—>cosx=0 >x=90°+k 180°ecosx+1=0 —» cosx=—1 — x =180° + k 360°.
Es7. tg?x—( 1+ \3)tgx+ +/3 =0;[A= 1+ 3+ 24/3 —4+/3=(1-4/3)7;
risolvendo rispetto a tg x si hanno le due equazioni elementari:

tgx=1e tgx=\/§ ...........................

Es 8. sen?3x—-sen3x=0 — sen3x(sen3x—-1)=0 —sen3x=0 - 3x=k 180° —
—->x=k60°v sen3x —1=0 > sen3x=1 - 3x=90°+k 360° — x=30°+k 120°.
138



FUNZIONI GONOMETRICHE E TRIGONOMETRIA

1£3
Es9. 2cos?(x—30°)— cos(x—30°)— 1=0,(A=1+8=29),cos (x—30°)=T—>

1
~>008 (x = 30°) = 1> x = 30° = k 360° > x = 30° + k 360° v cos (x~30%) =~ _
— x—30°= +120°+ k 360° —>x = 30° + 120°+ k360°.
+
Es 10. cotg’x -3 cotgx+2=0;(A=9-8=1) cotg x = %—WOthﬂ% x =45° +k 180°

v cotg x =2— x = arc cotg(2) = (26,565)°.
Es 11. 3tg®*x—-tgx=0 - tgx (3tg>x—1)=0equindisiha:tgx=0 - x=kz v

3tg°x-1=0 > tgx= ig —>x=i%+k7z.
Es 12. sen*x—-senx=0 — senx (sen®x—1) =0 e quindi si ha:
senx=0 > x=kz v sen’x—-1=0 — senx=1 —>x=%+2k72.

Es 13. 5sen®x—4sen’x —1=0;ponendosenx=tsiha:5t2-4t?-1=0 —
—>(t-1)(5t2+t+1)=0>t-1=0 v 5t?+t+1=0,essendo A<0 [unica radice
realeé t=+1.

Pertanto si ha 'equazione senx=1,dacui x= %+ 2k .

Es 14. asen*x+bsen?x+c =0, ponendo sen?x =t sihalequazione at?+bt+c=0 e
sostituendo le radici t; e t; nella posizione fatta si hanno le due equazioni sen’x =t e
senx = t,,

Es 15. sen*x —4 sen?x+ 3 = 0; ponendo sen?x =t si ha 'equazione t>~ 4 t+ 3 =0,

sostituendo le radici t1 = 1 e t2 = 3 nella posizione fatta si hanno le due equazioni:

senx=1—->senx=11-> x = E-i-kﬂ' e sen’x =3 —>senx = /3 (impossibile).

12.14. Equazioni omogenee in seno e coseno
Sono del tipo:

e asenx+bcosx=0 & di 1°grado;

e asen’x+bsenxcosx+ccos’x=0 é&di2° grado;

e asen®x+bsen?xcosx+csenxcos’x+dcos*x=0 édi3° grado.

Es 1. sen x— cos x = 0 dividendo tutti i termini per cos x # 0 si ottienetag x=1—
—>Xx =45° + k180°.

Es2 2senx+3cosx=0—> 2tagx+3=0 — tagx=-1,5 > x=arctag (-1,5) —>
— X = (—56,3099)° + k 180°.

Es 3. senx —2+/3 sen x cos X + cos2x = 0; dividendo tutti i termini per cos? x = 0 si ottiene

lequazione tgx — 2\/§tg X+1=0 ...
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Es 4. 3sen?x-2cos?x-1=0; perrenderla omogenea si moltiplica il termine noto per
(sen?x + cos? x).

Pertanto si ha: 3 sen?x — 2 cos? x — 1 (sen’x + cos?x) =0 —» 2sen’x-3cos?’x=0 —

—2tgx-3=0 > tgx = i\/g —>x=arctg(i\/§).

Es 5. 2sen®x—cos?xsenx —cos®*x = 0; dividendo percos®x #0 siha 2tg®*x—-tgx—-1=0
Nota. Nell'equazione 2 cos?x — 3 sen x cos x = 0 non si pu0 dividere per cos?x, perché

cos x =0 & soluzione. In tal caso dividendo per sen?x # 0 si ottiene I'equazione

2 cotg®x — 3 cotg x = 0.

Oppure mettendo in evidenza cos x si ottiene cos x (2 cos x — 3 sen x) = 0; da cui si ha:

s
cosx=0—>x=5+k7r v 2cosx—3senx=0.

12.15. Formule di addizione e sottrazione degli archi

Si dimostra che:

1. cos(a—p) =cos a cos f +sen asen f3;

2. cos(a+pf)=cos a cos f —sen asen [;

3. sen(a—pf)=sen a cos ff —cos asen f;

4. sen(a+ ) =sen a cos f+cos asen f;

5. tg(OttB):M con (a+B) 7 —+kn A (a-B) 7 — + kn
1. tgatgp 2 2

A a¢§+k7r A ﬂ;t%-l-kﬂ'.

Es. sen (2x — %) =sen 2X cos % — COoSs 2x sen % = —zsen 2x — 72 Cos 2X =

2
:Q(
2

sen 2x — cos 2X).
Nota. La funzione f(x) = g (sen 2x — cos 2x) diventa f( x) = sen ( 2x — %) .

12.16. Formule di duplicazione degli archi
1. sen2 o =sen(a+a) =sen @Ccos o +COS @ sen ¢ =2sen o cos .
2. cos2a =cos(a+a)=cos a0 COS @ —sen « sen a =cos’a —sen’ ¢ = 1-2sen’a =
=2cos?a - 1.
lga +tga 2tgax

3. i92a =tg(a+a )= = -—; con A N
l-tgatga 1-tg 2

Risolvere le seguenti equazioni:

Es1. cos?x—sen’x=1 > cos2x=1>2x=2kx > xX=kr.
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2tgx

1—tg°x

Es 2 tg2x+tgx=0 > +igx=0 > 2tgx+tgx (1-tgx) =0—> tgx (2+1-tg*x) =0

> tgx(3-tgX)=0 >tgx=0 —> x =k 180° v tg?x =3 — x =arc tg(xv/3) —
—> x = + 60° +k180°.

12.17. Formule di bisezione degli archi

Dalla formula di duplicazione del coseno si ha:

1) cos a =1-2sen? 2 L osenr%=1-cos a - sen & = iw/—l—cosa;
2) cosa =2c0s? 2 -1 > 2c08?Z =1+cosa — cos = = iw/—1+cosa;
1—
3) tg 2 < iq/ﬂ con a # 7+ 2kn.
2 1+cosa

Risolvere le seguenti equazioni:

Es 1. senz+cosx=0—>sen£+1—23en2£=0—>23en2£-senz -1=0 — sen f=1 -
2 2 2 2 2 2

— x=180° +k 720° v Sen§=— — — =-30°+k360° - x =— 60°+Kk720° v

N | =

1
2
§= 210° + k360° — x = 420° +k 720° = 60° + k 720°.

Es2. 1—cosx+sen£=0—>25en2£+sen i=O —>sen£(2sen£+1)=0—>sen f=0
2 2 2 2 2 2

Vv 23en£+1=0 ....................
2

12.18. Formule di prostaferesi

Le formule di prostaferesi permettono di trasformare la somma di due seni o di due coseni nel
loro prodotto.
Si dimostra che:

+ —
1) senp+senq=23enp qcos%;

- +
2) senp—senq=23enp el cos pzq;

+ —
3) cosp+cosq=200sp qcos%;

+ —
4) cosp-cosq=-2 sen pzq sen pzq.

3x+2x 3x—-2x

) sen (

5
Es. sen 3x —sen 2x =0 — 2 cos ( )=0 —>cos EXIOV sengzo...
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12.19. Formule di Werner
Le formule di Werner permettono di trasformare il prodotto di seni e coseni nella loro somma.

Si dimostra che:

1) sena sen [ = % [cos(a—ﬂ)—COS(OHﬂ)];
2) cos a cos f =%[cos(a+ﬂ)+cos(a—ﬂ)];

3) sen a cos f3 = % [sen (o + ) +sen (a - B)].

12.20. Formule parametriche

Si dimostra che:

(essendo t=tg Z e x# m+2kn ):

2t
1) senx=
) 1+

1-¢

2) cosx=——;
) 1+

2t
3) tgx= .
) tg -

12.21. Equazioni lineari in seno e coseno non omogenee

Sono del tipo: asenx+b cosx+c¢c=0 cona, b, e c non nulli.

Ponendo tg X =t (*),conx # x+2kn sihalequazione:

2t 1-1°
+b +c=0 > At?+Bt+ C =0 ,sostituendo le radici t1 e t nella (*)si hanno le due

a
1+ ¢ 1+

equazioni elementari  tg g =t1e {g % =t
1-¢

Es. sen x—cos x+ 1 =0; ponendo tgi =t si ha I'equazione > - -+1=0 —
2 I+t 1+t

S 2t-1+2+1+t2=0 > 2t2+2t=0 > t*+t=0 > t(t+1)=0 > t;=0 v t2=-1;
sostituendo nella (*) t1 e t2 si hanno le due equazioni:

tg£=0 —>x=2kn e tg e 1 2 Thkr s x== T4 2n.
2 2 4 2

Nota. Nellequazione senx + cos x + 1 =0, essendo x = 7 soluzione non si possono applicare

le formule parametriche.

Quindi si procede cosi:
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senx+cosx+1=0 — tg45°senx+cosx+1=0 — sen xsen 45°+ cos x cos 45°+ cos 45° =0

V2

— cos (x —45°) = - Y —>Xx—45° = £135° +k 360° — x =45°+ 135° +k 360° —

— X1 =—-90° + k 360° e x2= 180°+ k 360°.

Osservazione

A(x)

L’equazione a sen A(x) + b cos A (x) + ¢ =0 sirisolve ponendo tg 5 =t, dacui

2

sen A(x) = > € CosA(x)=

con A(X) # m +2kr.
1+¢ I+¢

2

12.22. Disequazioni goniometriche

Disequazioni elementari

a,
2) cosx= b;
3) tgx=c;
4) cotgx < d.

1) senx <

e Sea=>1eb=1senx>a e cosx>b nonammettono soluzioni.
e Seas<-1e b<—-1senx<a e cosx<b nonammettono soluzioni.

Es 1. senx <29 é verificata Vx e R.
Es 2. cos x>—2 é& verificata Vxe R.
Es 3. cosx<-2 éimpossibile (S = ).

Es 4. senx>2 & impossibile ( S = Q).
Es 5. senx >1 ¢ verificata per x = % +2kr.
e Supponiamo —1<a<+1 e —-1<b<+1.

1 5
Es1. senx> 5 la soluzione generale & % +2kr<x< gzr +2kz.

y

1

5 7T
] 2 %
0 X
0] 27T
T 5
0 & 5" 2n
O

. . . L - T 5 .
La disequazione nel primo giro & verificata per g < x <—r (arco in grassetto).

143



FUNZIONI GONOMETRICHE E TRIGONOMETRIA

2 - : . 5 7
Es 2. senx< —7 e verificata nel primo giro per Z;z <x< Z;z.

<

Es 3. senx>0 éverificataper 0+2kz < x <7 +2krx.

Es 4. senx <0 é verificataper 7 +2kx <x<27m+2kr.

1
Es 5. cos x> 5 e verificata per — % +2kr < x < §+2k7r.

. L o V3 5
Nel primo giro si hanno le soluzioni: 0< x <§ v —m<x<2rx.

Es 6. COSX<—72 e verificata per %72’+2k7l'<x<%7l’+2k72’.

0 X
2TC

Es7. tgx> \/5 e verificata per kz + %< X < % + k7 (archi in grassetto).
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N
n Y
2
T
3
(6] 0o X
2TC
4
3 37'5
2

4
Es 8. tgx< V3 & verificata perkz + % <x< Ezr +km (archiin figura doppi).

Trovare linsieme di positivita delle seguenti funzioni

1) f(x)=2sen’x—senx con 0 <x<27;2sen’x—senx >0 —> senx(2senx—1) >0

1 T 5
Fi=senx >0 > 0<x<r;F;=2senx—-120 —»>senx > 5 - g <x < gﬂ'

X il 5

0 3 61'5 T 2T
F1 7 — = — = — = — = — — — — —
Fy k ——————————————— ——— = {
fix - -
(x) ) . _ N T

Pertanto |P=(£;§7Z')U(7Z';2ﬂ').
6 6
2) f(x)=3cos’x—2cosx—1 con 0 <x<2rx.
1
f(x)>0 — 3cos?x—2cosx—12>0 — 3(cosx—1)(cosx + 5)2 0;

1
Fi=cosx—12>0 perx=0v x=27.F;=cosx+ 520—>cosx2—% .

Se x=arccos(—%)=a, cost—% per 0 <x<a v 2r—a<x<2rm
va Y
0 X
o) 2T
2n—a
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F

Fa

fix)

Dall'esame del grafico si deduce che IP = (a;27 — )

3)f(x)=% con 0 <x<2z.

IE: 2cosx — 1¢O—>x¢%/\x¢§7z.

1
Si ha: ﬂzo N=senx>0—>0<x< 7z;D=2c;osx—1>Ocosx>§—>

2cosx —1

—>0Sx<% v §7Z'<XS27Z.

Pertantosiha: IP=(0; —) U (7;=7x).

4) f(x)=send4x—sen2x con 0 <x<2r.
Applicando la formula di prostaferesi si ha:

dx—2x dx+2x

) cos (

f(x)= 2sen( ) > f(x)=2senxcos3x 20.F1=senx >0 - 0 <x <r;

kr (soluzione generale);

per k =0 e k =1 si hanno le soluzioni: 0 < x < %;

(soluzioni nel primo giro).
Nota

. . . 11 o . .
Gli angoli di ampiezza —% e z;z individuano lo stesso punto goniometrico.

X L T in T u7'l: 2T

0 & 2 6 6

Dallesame del grafico si deduce che IP =(0; %) U (%; —r) ul(r; 1—617z).
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12.23. Cenni sulla risoluzione dei triangoli

Gli elementi di un triangolo sono sei, cioé i tre lati (a; b; c) e i tre angoli («;f;y) con

a+ pf+y=180°.

Nota. Un triangolo € risolvibile se sono noti tre dei suoi sei elementi, dei quali almeno uno deve

essere un lato.

12.24. Risoluzione dei triangoli rettangoli

Se a =90° —> B+ y =90°; a?= b?+ c? (espressione metrica del teorema di Pitagora)

Teorema
Ipotesi: o =90°
Tesi: b=a.senf =acos y;c=aseny =acos a ;b=ctgf =ccotg y.

b

Nota. —=1tgff & lapendenzadi BC.
c
Applicazione
Dato il vettore v = OP con |v|=v=20e a =30°; trovare i vettori componenti v_e v,
y
,,,,,, P
\ a ]
il i
I o _H X
o VX
. . V3
Dal suddetto teorema si ha: vy, = v cos @ =20 cos 30° = 20 = =10+/3;

2

1
Vy=vsena=20-3210. Nota. vx=Xxp € vy =Yp.
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Applcando il teorema di Pitagora al triangolo OHP si ha:

—2 —2 v ﬁ
OH’ +PH = OP —»v@+v2=Vv2 >v=v +v?; L= =tga = mop (& il coefficiente
' o OH

angolare della retta OP).

- -

Se i e j sono i versori (vettori unitari) degli assi cartesiani si ha:

- - - -

v,= 1043 , v, = j 10 equindi v=v.i+v, j=1043i+10.

12.25. Risoluzione dei triangoli qualunque

Teorema dei seni
In ogni triangolo le misure dei lati sono proporzionali ai seni degli angoli opposti.
b

Tesi: = =
sena  senff  seny

oppure a:sena =b:sen  =c:sen «.

Il teorema dei seni permette di risolvere un triangolo nei seguenti casi:
1) noti due lati ed uno degli angoli opposti ;

2) noti due angoli ed un lato qualsiasi.

Teorema di Carnét o del coseno
In ogni triangolo il quadrato della misura di un lato € uguale alla somma dei quadrati delle
misure degli altri due lati diminuita del doppio prodotto di queste due per il coseno dell'angolo
opposto al primo lato.
Tesi: a®=b*+c’~ 2bccos -
b2=a2+02—2accosﬂ;
c’=a?+b’*- 2abcos y.

Il teorema di Carndt permette di risolvere un triangolo nei seguenti casi:
1) noti i tre lati;

2) noti due lati e 'angolo fra essi compreso.
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CAPITOLO 13

LA LOGICA DELLE PROPOSIZIONI

13.1. Introduzione

Nella lingua italiana sono proposizioni:
1) il cane & un mammifero;
2) 322 & un numero primo;
3) Giulia ¢ alta;
4) 23 & un numero primo;
5) Claudia ¢ antipatica.
Dallesame delle suddette proposizioni possiamo dire che:
I. le proposizioni 1 e 4 sono vere;
II. la2 eéfalsa;
lll. la 3 ela 5 non sono né vere né false in quanto esprimono un giudizio soggettivo.
La logica formale delle affermazioni, proposizioni o enunciati si occupa unicamente di quelle
asserzioni alle quali compete uno ed uno solo degli attributi VERO o FALSO (logica bivalente).
I principi della logica sono:
. il principio di identita, secondo il quale ogni oggetto del pensiero logico & identico a se
stesso ed a nessun altro oggetto;
. il principio di non contraddizione, secondo il quale una proposizione non pud essere sia
vera che falsa;
. il principio del terzo escluso, secondo il quale i valori di verita di una proposizione sono
soltanto due (V o F); non esiste un terzo valore di verita.
Esempi di proposizioni che soddisfano la logica bivalente:
P4: << Nino mangia la pera >>;
P2: << 22 & multiplo di 4 >>;
P3: << questa sera guardo la TV oppure leggo un libro >>;
P4: << 13 & un numero primo e le diagonali di un rettangolo sono congruenti >>;

Ps: << se piove, allora esco con I'ombrello >>.

E’ ovvio che:
1. P1 e P2 non sono decomponibili e si dicono atomiche;
2. Ps3, P4 e Pssono decomponibili in proposizioni elementari.

In dettaglio:
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a) Ps risulta composta dalle due proposizioni: << questa sera guardo la TV>>;
<<questa sera leggo un libro>> collegate tra loro dalla disgiunzione <<oppure>> .

b) P4 é composta da due proposizioni collegate con la congiunzione <<e >>.

¢) Ps & composta da due proposizioni collegate dalla implicazione << se allora >>.

Tutte quelle proposizioni, che sono composte da due o piu proposizioni atomiche, si dicono
proposizioni molecolari.

13.2. Operazioni elementari nell’insieme delle proposizioni
e Lacongiunzione (A = et).
La proposizione P : P1A P2 é vera se sono vere contemporaneamente P4 e P,
Esempio
P;: <<illegno & un solido >> (vera).
P> : << 7 & un numero dispari >> ( vera).
P3: << 15 & minore di 8 >> (falsa).
B A P, é vera perché P; e P2 sono entrambe vere.
B A P, éfalsa perché éfalsala P,
e Ladisgiunzione inclusiva (v = vel).
In tal caso la proposizione composta P v Q & vera quando almeno una delle componenti P,Q

€ vera; é falsa solo nel caso in cui sono entrambe false.
Esempio

P;: <<illegno non & un gas >> (vera).
Ps: << 15 & maggiore di 18 >> (falsa).
F v P, e vera perché e vera la £.
e Ladisgiunzione esclusiva (V ) (aut - aut).
In tal caso la proposizione composta € vera se e solo se una delle proposizioni
componenti & vera e l'altra & falsa.
Esempio
P1: << alle ore 17.00 di oggi prendo il the >>.

P> : << alle ore 17.00 di oggi dormo >>.

P: Piv P;<<alle ore 17.00 di 0ggi o prendo il the o dormo >>.

13.3. Tautologie e contraddizioni

Le espressioni logiche che risultano sempre vere vengono denominate tautologie.

Nota. Con P siindica la negazione di P.

Le espressioni che risultano sempre false qualunque sia il valore di verita si dicono contraddizioni.
Es. Non & vero che 17 & primo.

150



LA LOGICA DELLE PROPOSIZIONI

13.4. Deduzione

Date due proposizioni p e q, se & vera I'implicazione p— ¢ e se & vera p, allora & vera anche q

Date due proposizioni p e g, se & vera I'implicazione p— g e se € vera é

(ciog & falsa la q),allora & vera anche p ( cioé falsa la p).

Es. Siano date le due proposizioni:
p: << un numero € divisibile per 6 >>;
g: << un numero & divisibile per 3 >>;
Siha: p— ¢ € vera (mentre @ — p non & vera).

Ogni qual volta un numero ¢ divisibile per 6 & divisibile per 3.

13.5. Metodi per dimostrare un teorema

o La dimostrazione diretta di un teorema ¢ il ragionamento o ragionamenti, che partendo
dall'ipotesi (1) vera, conducono alla verita della tesi (T).
In sintesi si scrive:

| (ipotesi) = T (tesi)

e La dimostrazione indiretta o per assurdo di un teorema consiste nel negare la tesi
(si suppone la tesi falsa).

Se tale supposizione porta ad una conclusione assurda,cioé che contraddice l'ipotesi o altre verita
precedenti (teoremi, assiomi o postulati), per il principio di non contraddizione la tesi & vera.

La doppia implicazione < lega la validita di un teorema =T e contemporaneamente la
validita del teorema inverso T= I;insimboli | < T.
In tal caso le due proposizioni | e T si dicono equivalenti logicamente e i due teoremi diretto ed
inverso si possono unificare in un unico teorema, che si enuncia cosi: <<La T & vera se e solo se
éveralal>>,
Oppure: << Condizione necessaria e sufficiente (C.N.S.) affinché T sia vera & che sia veralal >>

e siscrivel< T.

Principio di induzione matematica
Se una proprieta P(n) conn € N :
1. éverapern=0
2. se la proprieta P(n) & vera per n e N (ipotesi) = & vera per n+1(tesi), allora P(n) & vera
Vnel.
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Esempio

Dimostriamo, per induzione,che V n > 0 risulta 1+2+3+.......... +tn=———=(I)

L’affermazione & vera pern = 1;infatti1 = %

Supponiamo che la (| ) sia vera per n, dimostriamo che & vera per (n+1).

Sommando ad entrambi i membri della (1) (n+1) otteniamo:

+1=n(n+l)+2(n+l) _(n+1)(n+2)
2 2

espressione ¢é il secondo membro della (1) in cui ad n si & sostituito

_ n(n+1)+

(n

e questa

(n+1); pertanto la (1 ) € cosi dimostrata.

13.6. Sillogismi

Viene chiamato sillogismo una successione di tre enunciati di cui i primi due costituiscono
delle premesse ed il terzo la conclusione.
Esempio

e Tutti i mammiferi sono vertebrati.

e Tutti i conigli sono mammiferi.

o Dunque, tutti i conigli sono vertebrati (conclusione).
Come si pud notare questo schema di ragionamento si basa sul fatto che ogni asserzione
individua una inclusione di un insieme in un altro.
In simboli:
CcMcVcA essendo C linsieme dei conigli, M linsieme dei mammiferi, V linsieme dei

vertebrati ed A I'insieme degli animali.

152



CALCOLO COMBINATORIO

CAPITOLO 14

CALCOLO COMBINATORIO

14.1. Disposizioni semplici

Siano a, b, c e d 4 persone che partecipano ad una gara con 2 premi, le possibili coppie di
vincitori sono:
(a,b)(a,c)(a,d) (b,a)(b,d)(b,c)
(c,a)(c,b)(c,d) (d,a)(d,b)(d,c).
Def. Dati n oggetti distinti e un numero k<n, si dicono disposizioni semplici di n elementi di
classe k tutti i gruppi di k oggetti che si possono formare con gli n oggetti dati, in modo che due di
essi differiscono fra loro o per la natura degli oggetti o per I'ordine con cui gli oggetti sono disposti.

Si dimostra che:

Dnk = n (n-1)(n- 2)(n-3)........ (n-k+1)

Nota. D,y ¢ il prodotto di k fattori decrescenti consecutivi a partire da n.
Es. Quanti numeri di 3 cifre distinte si possono formare con le cifre 3,4,6,7,e 8?
Si ha D5;3= 54.3=60

14.2. Permutazioni semplici

Def. Dati n elementi distinti, si dicono permutazioni semplici di n elementi tutti i gruppi che si
possono formare con tutti gli n elementi dati, in modo che due di essi differiscono fra loro per
'ordine con cui gli elementi figurano.

Si dimostra che:

Pn = Dpn = n(n-1)(n-2)(n-3)........4.3.2.1=n !

Es1. Quanti numeri di 4 cifre tutte diverse si possono formare con le cifre 1; 2; 3; 4?
Siha Ps=41=4321=24.

Es 2. In quanti modi si possono sedere in un tavolo rotondo 5 persone?

Siha Ps=51=5.4.3.2.1=120.
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14.3. Disposizioni con ripetizione

Def. Dati n elementi distinti e un numero k qualsiasi, si dicono disposizioni con ripetizione di n
elementi di classe k, tutti i gruppi che si possono formare con gli n elementi dati, in modo che due
gruppi differiscono per almeno un elemento o per l'ordine degli elementi o perché un elemento é

ripetuto un numero diverso di volte. Si dimostra che:

D,n;k = nk

Es. Gioco del totocalcio.
| risultati possibili di una partita sono 1; x; 2 e le partite sono 13 (colonna vincente).
Pertanto si ha D’s13=3"*= 1594323 (casi possibili).

14.4. Combinazioni

Def. Si dicono combinazioni di n elementi distinti di classe k, con k <n, tutti i gruppi di k
elementi che si possono formare con gli n elementi dati, in modo che due di essi differiscono per la
natura di almeno un elemento. Cosi la coppia (a; b) = (b; a) in quanto I'ordine non conta.

Si dimostra che:

c o ny D, nn-1)(n-2)..(n-k+1)
nk - k' k'

Inoltre si ha: (n)= n; (n)= 1; (nj =1, per convenzione 0!=1;

(nj = L (nj = ( ’ j; (nj + ( ’ j= (Mj (formula di Stifel).
k k'(n—k)! k n—k k k1 k1

14.5. Potenza di un binomio

(@+b) = Zn:(:)a”kbk

k=0

Es. (a+b) = [Sja5+[5ja4b +(5ja3b2+(5ja2b3+[5ja b* + (Sj b°.
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14.6. Permutazioni con ripetizione

Def. Per permutazioni con ripetizione di n oggetti si intendono tutti i gruppi che si possono
formare con questi n oggetti, convenendo di considerare diversi due gruppi quando e diverso
l'ordine secondo il quale gli oggetti sono disposti.

!

Se l'oggetto a é ripetuto p volte e 'oggetto b & ripetuto q volte si ha: PP = %

pq:

In generale si ha:

praz _ n!
! p\q...z2!
essendo gli oggettia, b, ....... c; ripetuti rispettivamente p volte, q volte ....z volte.

Es. Quanti numeri di 5 cifre si possono formare con le cifre 4 e 8 ?
Volendo ripetere la prima cifra (4) 2 volte e la seconda cifra (8) 3 volte.
Si tratta di peremutazioni con ripetizione.
!
St 54321 _ 10

Quindisiha: P'= —= """ =
231 2.1.3.2.1

14.7. Esercizi

1) Quanti numeri di 5 cifre si possono formare con le cifre 4 e 7?

Si tratta di disposizioni con ripetizioni di 2 elementi di classe 5.

Quindi si ha: D’p5=25=32.

2) Determinare il numero di terni che si possono formare con i 90 numeri del Lotto.

Poiché nel gioco del Lotto interessano solo i numeri € non l'ordine, la risposta € data dal numero
di combinazioni di 90 elementi di classe 3.

Quindi si ha: C90;3= % =117480 .

3) Calcolare il numero di anagrammi della parola AMMETTERE (9 oggetti).
Si tratta di permutazioni con ripetizione.

E ripetuta 3 volte

M ripetuta 2 volte

T ripetuta 2 volte
Si ha: Pg®22) = 3— =15120.

4) Una partita di calcio tra la squadra A e la squadra B & terminata 4 a 3 a favore
della squadra A.
In quanti modi diversi possono essersi succedute le reti?

Si tratta di permutazioni con ripetizione.
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Pertanto si ha: P73 = 4?—; =35

5) Quanti numeri diversi di 3 cifre si possono formare con le 9 cifre significative
(1,2,3,4,5,6,7,8,9)7?

Si tratta di disposizioni con ripetizione.

Pertanto si ha: D’e3= 93 =729.

6) In una classe di 24 alunni si devono eleggere i 2 rappresentanti di classe.

In quanti modi diversi si puo fare questa scelta?

Si tratta di combinazioni di 24 elementi a due a due.

*)_ 2423
2!

Pertanto si ha: ( = 276.

2

7) Nel gioco del poker si distribuiscono a ciascun giocatore 5 carte estratte da un mazzo di 32
carte.

In quanti modi diversi si possono ricevere le carte?

Si tratta di combinazioni di 32 elementi di classe 5 (I'ordine non ha importanza).

32) _ 32.31.30.29.28
5!

= 201376.

Pertanto si ha: Cs5= (

5
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CAPITOLO 15

PROBABILITA’

15.1. Introduzione

Def. La probabilita p di un evento E aleatorio € il rapporto tra il numero dei casi favorevoli

all’evento e quello dei casi possibili, quando tutti i casi sono ugualmente possibili.

casi favorevoli

casi possibili

Es 1. Nel lancio di un dado la probabilita che esca il numero 5 é p = % :

Es 2. Nel gioco del lotto la probabilita che esca il numero 95 & zero.

Es 3. Nel lancio di una moneta la probabilita che esca testa o croce € 1 (evento certo).
Se p =0 l'evento & impossibile.

Se p =1 l'evento & certo.

Si ha, pertanto, 0< p < 1

La probabilita dell’evento contrario di p si indica con q, oppure con ; :

Siha, allora,p+q=1.

4
Es 4. La probabilita di estrarre un asso da un mazzo di carte siciliane (40 carte) € p =%, la

probabilita di non estrarre un asso & q = %

15.2. Probabilita totale e probabilita composta

Def. Dati due o piu eventi parziali,si dice evento totale di essi lI'evento che possiamo
considerare verificato se si verifica almeno uno degli eventi parziali che lo compongono.
Gli eventi parziali si dicono incompatibili se il verificarsi del’'uno esclude il verificarsi dell’altro, cioé
E1n E2= &; in caso contrario si dicono compatibili.
Es. Evento E1 di estrarre un 3 da un mazzo di carte siciliane.
Evento E; di estrarre una figura.

E’ ovvio che E1 ed E2 sono eventi incompatibili.
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Def. Due eventi si dicono indipendenti quando il verificarsi del primo non altera la probabilita del
verificarsi del secondo.
Dati due o piu eventi (componenti), si dice evento composto da essi I'evento che consiste nel

verificarsi di tutti gli eventi componenti.

15.3. Principio della probabilita totale con eventi incompatibili

Se un evento é totale di due o piu eventi incompatibili tra loro, la probabilita € la somma delle
probabilita dei vari eventi parziali.
In simboli: p (E1 U E2 U ..... U En)=p(E1) + p(E2) + + p(En)
Es. p(E1) = probabilita che esca un asso in un mazzo di carte siciliane.
p(Ez) = probabilita che esca un due in un mazzo di carte siciliane.
4 4 8 1

Siha: p (E Ex)=p(E) +p(E2)= —+ —=—=— =0,20 ovvero 20%.
p(E1u E2) =p(E1) + p(E2) 20 20" 2073 o

15.4. Principio della probabilita totale con eventi compatibili

Se i due eventi E4 ed E2 sono compatibili si ha:
p (E1 U E2) =p(E1) + p(E2) —p (E1 nE2); conE1 nEzx 2D
Es. Si estrae una carta da un mazzo di 52 carte.
Calcolare la probabilita che la carta estratta sia una figura o che sia di seme quadri.
Siano E; evento estrazione figura ed E;evento estrazione carta di quadri.
Essendo gli eventi E1 ed E.> compatibili, perché una carta pud essere figura e anche di seme
quadri.

. 12 13 3 22 11
Siha: p (E1 U E2) = p(E1) + p(E2) - p (E1 nE2) = ARG R

15.5. Principio della probabilita composta

Se un evento € composto da due eventi indipendenti E1 ed E,, la probabilita dell'evento
composto € il prodotto delle probabilita dei due eventi componenti.
In simboli: p (E1 n E2) = p(E1) . p(E2).
Se gli eventi sono dipendenti, la probabilita dell’evento composto si ottiene come prodotto della
probabilita del primo evento e della probabilita del secondo evento calcolata dopo che si sia

verificato il primo.

In simboli si scrive p (E1 N E2) =p(E+1). p (E,/E,).

Nota. Il simbolo p (£, /El ) indica la probabilita di E2 dopo che si sia verificato E;.
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15.6. Esercizi

1) Trovare la probabilita che lanciando due dadi la somma dei numeri delle
facce sia 10.
| casi possibili ovviamente sono 36.
| casi favorevoli sono le 3 coppie:
(5; 5); (6; 4); (4; 6).

Pertanto siha p = i= i
36 12

1 1 1 3 1
Oppure: p =p (5; 5) + p(4; 6) + p(6; 4) = 36 736 36 36 120
2) Dati due mazzi di 40 carte siciliane, si estrae una carta da ciascun mazzo.
Trovare la probabilita che la prima carta estratta sia un asso e la seconda estratta sia una figura.
Essendo I'evento composto di eventi indipendenti si ha:
4 12 3
p (E1 nE2) = p(E1) . p(E2) = 20 %= 100"
3) Da una medesima urna contenente 5 palline bianche, 8 rosse e 10 nere, si estraggono
successivamente due palline, senza rimettere nell’'urna la prima.
Calcolare la probabilita che entrambe le palline estratte siano bianche.
Si tratta di un evento composto, ma questa volta la probabilita del secondo evento dipende dal

primo.

p(E1) = 2%) e la probabilita che la pallina sia bianca alla prima estrazione.

p(E2) = % € la probabilita che la pallina sia bianca alla seconda estrazione.

. 5 4 10
Pertanto si ha: p (E1 "E2 ) = p(E1) ' p (E,/E, )= 327 253"
4) Da un mazzo di 40 carte siciliane se ne estraggono tre successivamente senza rimettere nel
mazzo quelle gia estratte.
Calcolare la probabilita che le tre carte estratte siano tre assi o tre figure.

La probabilita che siano tre assi & p1= i i . i = ;
40 39 38 2470

La probabilita che siano tre figure & p2>= 2 1 . & = L
40 39 38 494

Lo, 1 _ 28
2470 494 1235

La probabilita che siano tre assi o tre figure € p=p1+ p2=
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5) Calcolare la probabilita di vincere un terno al gioco del Lotto.

| casi possibili (vengono estratti 5 dei 90 numeri) sono:

_ (%j_ 90.89.88.87.86
CQO;S— - 5'

= 43949268.

5

Fra tutti i casi possibili sono favorevoli quelli in cui vengono estratti i 3 numeri da noi giocati piu altri
2 numeri qualsiasi dei rimanenti 87 numeri. | casi favorevoli sono pertanto tanti quanti sono i modi
di scegliere 2 elementi di un insieme di 87 numeri.

o . . 87.86
Quindi i casi favorevoli sono: Cg7.2= T= 3741.

casi favorevoli _ 3741 _ 1

Pertanto si ha: p = = '
casi possibili 43949268 11748

160



161



