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SIMBOLI  UTILIZZATI  NEL  CORSO 

N insieme dei numeri naturali 

N0
 insieme dei numeri naturali escluso lo zero 

Z insieme dei numeri  interi relativi 

Z+ insieme dei numeri  interi positivi 

Z   insieme dei numeri  interi negativi 

Z0 insieme dei numeri  interi relativi escluso lo zero 

Q insieme dei numeri razionali relativi 

Q+             insieme dei numeri razionali positivi 

Q   insieme dei numeri razionali negativi 

R insieme dei numeri reali relativi 

R0
 insieme dei numeri reali relativi escluso lo zero   

R+ insieme dei numeri reali positivi 

R   insieme dei numeri reali negativi 

R 
0  insieme dei numeri reali positivi incluso lo zero 

R 
0  insieme dei numeri  reali negativi incluso lo zero 

     appartiene 

       non appartiene 

  unione  

         intersezione  

X          prodotto cartesiano 

         inclusione (in senso stretto) 

       inclusione (in senso largo) 

      insieme vuoto 

/ ( : )   tale che 

  quantificatore  essenziale  (leggi:  “esiste”) 

       quantificatore universale  (leggi: “per ogni”) 

       congiunzione  (leggi: “et“,“contemporaneamente”) 

       disgiunzione  (leggi:  “vel”, “o”, “oppure”) 

         disgiunzione esclusiva  (aut - aut) 

      implicazione materiale ( nel calcolo dei limiti si legge tende ) 

    corrispondenza biunivoca  

         implicazione logica 

         equivalenza logica  (condizione necessaria e sufficiente) 

      uguaglianza approssimata (circa uguale)  

  maggiore 

       maggiore o uguale (non minore) 

      minore 
       minore o uguale (non maggiore) 

 ≠      diverso 

 •      estremo incluso 

 o        estremo escluso  
 X        non definita 
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SAPERI MINIMI DI MATEMATICA 

 

Per gli studenti che sono in procinto di conseguire il diploma di scuola media 

superiore oppure devono affrontare un corso di studi universitari ad indirizzo 

scientifico 
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PREFAZIONE 

 

   Questo corso di matematica è frutto della mia ultraquarantennale esperienza “sul 

campo”, cioè nelle aule di Istituti di secondo grado, nonché di personali e specifici 

approfondimenti con studenti neodiplomati in procinto di intraprendere un corso di studi 

universitari. 

   Il corso ha lo scopo di colmare, ove occorra, lacune nei contenuti e nel linguaggio 

matematico ed è rivolto agli studenti che si accingono a  conseguire il diploma di scuola 

media superiore oppure ad affrontare  un corso di studi universitari ad indirizzo scientifico. 

  Qualche argomento è stato volutamente svolto nelle sue linee essenziali, mentre altri 

sono stati sviluppati più approfonditamente in funzione della loro importanza.  

  Lo studente potrà ripercorrere organicamente le varie tappe dei contenuti matematici 

cominciando dall’Aritmetica, con la quale ha dovuto cimentarsi a scuola, più o meno 

consapevolmente, dall’età adolescenziale alla maturità. 

  Mi auguro che un’attenta analisi del corso riesca a catturare l’interesse e l’attenzione 

dello studente, che avrà l’opportunità non solo di colmare eventuali lacune, ma anche di 

rinverdire concetti sbiaditi dal tempo. 

   La fatica profusa in questo lavoro mi darà tanta più soddisfazione quanto più il lettore 

riuscirà compiutamente a comprendere che la Matematica non è un labirinto in cui perdersi 

autocommiserandosi e magari concludendo: “….non sono tagliato per la matematica…“, ma,  

al contrario,un armonico strumento che può attivare intuito, metodo, rigore nell’argomentare 

e capacità di sintesi concettuale. 

    Il corso è corredato da molti grafici realizzati dal mio caro amico, Arch. Pippo Natale, al 

quale mi legano peraltro tanti anni di docenza nel medesimo Istituto scolastico e a cui va il 

mio più sentito ringraziamento per la sempre fattiva ed intelligente disponibilità nei nostri 

numerosi incontri. 

   In ultimo…..(ma non per ultimo!) non posso non rivolgere un grazie ed un elogio 

particolare a mia moglie, Emilia Bruccoleri, compagna di vita e di medesimi interessi 

professionali, che tanto mi  ha pazientemente supportato   nella revisione di questo mio 

lavoro. 
 

                                                                

       Agrigento, Dicembre 2013.                                                                             
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CAPITOLO 1 

INSIEMI NUMERICI 

1.1. Introduzione 

I numeri naturali: N = ....;......... 3 ; 2 ; 1 ; 0 .
 

I numeri pari: P =  ............ ; 6 ; 4 ; 2 ; 0 .  

Un generico pari si indica con   2k  con k N. 

I numeri dispari: D =  ...;......... 7 ; 5 ; 3 ; 1 .  

Un generico dispari si indica con   2k+1   con kN.  

E’ ovvio che P  N ; D  N  e P D = N. 

I numeri naturali, escluso lo zero, si indicano con N 0. 

I numeri interi relativi: Z =  ;...... 3 ; 2 ; 1 ; 0  .
 

I numeri interi positivi si indicano con Z+, gli interi negativi con Z  ,gli interi negativi e lo zero incluso  

con Z

0 , gli interi positivi e lo zero incluso con con Z 

0 . 

I numeri razionali assoluti si indicano con  Qa, sono del tipo   
m

n
con n N , m 0N  e sono: 

 i numeri interi, i decimali finiti e i decimali illimitati periodici. 

I numeri razionali relativi si indicano con  Q. 

Con Q+  si indicano i numeri razionali positivi, con Q   i numeri razionali negativi e con Q0
   i numeri 

razionali relativi escluso lo zero. 

I numeri irrazionali si indicano con I e sono i decimali illimitati non periodici. 

Si ha  Q  I = R  (reali relativi). 

Un numero si dice algebrico se è soluzione di un’equazione algebrica [P(x) = 0 ]. 

I numeri non algebrici si dicono trascendenti.  

Si dimostra che numeri razionali sono algebrici. 

osservazione. 2 ; 3 ; 3 7  sono irrazionali algebrici  ( 2   è soluzione dell’equazione x2 = 2), 

mentre   e il numero di Nepero “e “ sono trascendenti.  

Nota 

       diametro

nzacirconfere  
 = 3,14…… è detta costante ciclometrica. 

        e = x

x x
)

1
1(lim 


= 2,718…… è il numero di Nepero. 
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1.2. Operazioni tra insiemi 

Unione 

C = A  B =  BxAxx : . 

Es.   A =  5;4;3;2;1 ; B =  8;7;5;4 . 

        Si ha: A  B =  8;7;5;4;3;2;1 . 

A

B

 

Nota.      ( si legge “vel”,”o”, “oppure”).  

              si legge (“et” oppure “contemporaneamente”). 

 

Intersezione 

BA =  BxAxx / ;  BA  =  5;4 .
 

A

B

 

Es.   I1 =  51 /  xRx ;    I2 = 104 /  xRx . 

5 1  4 10 x

 

Si ha: I1  I2 = (1 ; 10] ;  I1  I2  = (4 ; 5]. 

Inoltre si ha: A = A;  A  = ; A A = A;  A   A = A ; il simbolo   indica l’insieme vuoto .  

Prodotto cartesiano 

BXA      By e /);(  Axyx . 

Es.    A =  2 ; 1 ;  B = 3 ; 2 ; 1  . 

O

x

y

1 2

1

2

3

 
 

BXA     )3; 2();2; 2();1; 2();3; 1();2; 1();1; 1( . 
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In particolare si ha: 

 R X R = R2 =  RyeRxyx    :);(   è il piano cartesiano; 

 R X R X R = R3 =   Rz    , :);;(  eRyRxzyx  è lo spazio euclideo. 

Definizione 

Si dice che l’insieme B è incluso (oppure contenuto) nell’insieme A se ogni elemento di  B  è 

anche elemento di  A e si scrive  B   A. 

In simboli si scrive: B   A se  xB  x A.  

In tal caso si dice che B è un sottoinsieme di A o una parte di A. 

L’insieme B è sottoinsieme proprio di A se ogni elemento di B appartiene ad A ed esiste almeno 

un elemento x BxA  / e si scrive BA. Fra tutti i sottoinsiemi di A ci sono A stesso e l’insieme 

vuoto, detti sottoinsiemi impropri. 

Es.   A = 8 ; 5 ; 2 .  

I sottoinsiemi di A sono:  2 ;  5 ;  8 ; 5;2 ;  8;2 ;  8;5 ; A; . 

Si dimostra che se l’insieme I contiene n oggetti, tutti i sottoinsiemi di I sono 2n. 

Osservazioni 

1. Un insieme si dice finito se è possibile contare i suoi oggetti, in caso contrario si dice 

infinito. 

2. Due insiemi I1 e I2  si dicono equivalenti se è possibile stabilire una corrispondenza 

biunivoca tra i due insiemi e si scrive: I1   I2 . 

  Un insieme A finito è prevalente rispetto ad un insieme B, se esiste una parte di A che è 

equivalente a B. 

 Negli insiemi finiti il tutto è prevalente rispetto ad una sua parte (postulato di De Zolt). 

Mentre negli insiemi infiniti il tutto può essere equivalente ad una sua parte.  

Es. L’insieme dei numeri naturali N è equivalente all’insieme dei numeri pari P, pur essendo PN.  

 Un insieme A si dice numerabile se è equipotente all’insieme N dei numeri naturali, cioè se esiste 

una corrispondenza biunivoca tra l’insieme  A e l’insieme N. 

Si dimostra che: 

 l’insieme Qa dei mumeri razionali assoluti è numerabile ed è pure numerabile ogni 

sottoinsieme infinito di un insieme numerabile; 

 l’insieme  B =  10/  xRx  non è numerabile ed  è  equipotente ad R. 

Pertanto si ha:         segmentoundipunti R          rettaunadipunti .  

La cardinalità di R è detta cardinalità del continuo. 

Essendo Q numerabile e Q I = R, ne consegue che l’insieme I dei numeri irrazionali non è 

numerabile. In definitiva N è l’infinito più “piccolo”. 

Cantor ha dimostrato che: il prodotto cartesiano di due insiemi, che hanno la cardinalità del 

continuo, ha la cardinalità del continuo e quindi gli insiemi R2 , R3, …. , Rn  sono equipotenti ad R. 
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Risultato sorprendente: i punti del piano, i punti dello spazio sono “tanti quanti” i punti di un 

segmento qualsiasi.  

Cantor in una lettera a Dedekind scriveva: “Lo vedo, ma non ci credo”. 

1.3. Operazioni nell’insieme dei numeri naturali 

Addizione (+) 

Es. 2 + 5 = 7;  2 e 5 si dicono addendi, 7 si dice somma o totale. 

Proprietà: 

1)  a + b = b + a (commutativa); 

2)  a + b + c = ( a +  b) + c (associativa); 

3)  a + 0 = 0 + a = a  il numero zero è elemento neutro dell’addizione. 

Sottrazione (–)  

Es.  7  –  4 = 3  perché  3 + 4 = 7;   7 si dice minuendo, 4 sottraendo e 3 differenza. 

Proprietà invariantiva della differenza: a – b = (a   m) – ( b   m) , con ba  > m. 

Osservazioni 

1. a – b    è possibile in N se a b . 

2. Essendo (a + b) – b = a  ne consegue  che l’operazione di sottrazione è l’inversa 

dell’addizione. 

Moltiplicazione ( . ) 

Es.   2 . 5 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2  = 10;  2 e 5 si dicono fattori, 10 prodotto.  

Nota.    2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 2 . 6 

0 . a = a . 0 = 0;  il numero zero è elemento nullo della moltiplicazione. 

a .1 = 1 . a = a;  il numero uno è elemento neutro della moltiplicazione. 

Proprietà: 

1)  a . b = b . a (commutativa); 

2)  a . b . c = (a . b) . c (associativa); 

3)  a . ( b + c ) = a . b + a . c ( distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione). 

Legge di annullamento del prodotto: a . b = 0    a = 0   b = 0.  

Divisione ( : ) 

Es.  8 : 2 = 4  perché 4 . 2 = 8;  8 si dice dividendo, 2 divisore e 4 quoto esatto. 

In generale:   

a b 

r q 

                           con b 0  a = b . q + r  con 0  r < b. 

Nota.   0 : 0 è forma indeterminata, mentre a : 0 con a 0  è impossibile. 



INSIEMI NUMERICI 

 
 

5

Essendo (a . b ) : b = a ne segue che l’operazione di divisione è l’inversa della moltiplicazione. 

Proprietà invariantiva del quoto 

 Moltiplicando o dividendo il dividendo ( a ) e il divisore ( b ) per uno stesso numero k 0 il 

quoto ( q ) non cambia, mentre il resto ( r ) viene moltiplicato o diviso per  k. 

Elevamento a potenza ( an ) 

........a  = a  a  a. .  a

n volte

n Def.  con a ed n numeri naturali e con  n >1.

            

  Es.     54 = 5 . 5 . 5 . 5 = 625. 

Proprietà delle potenze 

1)  (a b c)n = a n  b n  c n  .                  Es.    (2xy)2 = 22x2y2. 

2)  (an)m = a n. m   .                                                 Es.    (x2)3 = x6.      

3)  an .  am = an + m .                                   Es.    y3 . y4 = y7. 

4)  an : am = an - m  con  n   m  .         Es.    x6 : x2 = x6 - 2  = x4. 

5)  ( a : b )n = a n : b n  .                        Es.    (5 : 2 )2 = 52 : 22 . 

   Nota.  a0 = 1 (*) con a  0; 1n = 1;  a1 = a; 0n = 0  con  n  0;  00 è forma indeterminata. 

Giustificazione della (*): essendo an : an = an-n = a0 ed an : an = 1 a0 = 1. 
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1.4. Operazioni nell’insieme  dei numeri razionali assoluti 

Consideriamo l’insieme  N X N0 =  0Nb  Nacon  );( ba ; gli oggetti di tale insieme si 

dicono frazioni e si indicano con .
b

a
 

     Diremo che le frazioni 
d

c
  e  

b

a
 sono equivalenti  se   a d = b c. 

Def. Numero razionale assoluto è la classe di tutte le frazioni  equivalenti ad una data frazione .  

Confronto 

1)  
d

c

b

a
   a d = b c . 

2)  
d

c

b

a
    a d > b c. 

3)  
d

c

b

a
    a d < b c. 

Nota.   
n

a
 < 

n

b
   a < b;  

n

a
 > 

n

b
   a > b. 

Proprietà invariantiva  

  Moltiplicando o dividendo numeratore e denominatore di una frazione per uno stesso numero 

k 0  si ottiene una frazione equivalente alla data.  

In simboli: 
bk

ak

b

a
  e 

kb

ka

b

a

:

:
 . 

La frazione 
b

a
 è  irriducibile se a e b sono primi tra loro [M.C.D.(a ; b) = 1], in caso contrario la 

frazione è semplificabile. Per semplificare una frazione basta dividere il numeratore e il 

denominatore per il loro massimo comune divisore.  

Es.     
5

6

4:20

4:24

20

24
 . 

 

Addizione 

    Def.    
n

a
 + 

n

b
 = 

n

ba 
.      Es. 

5

11

5

74

5

7

5

4



 . 

Se le frazioni non hanno lo stesso denominatore si riducono prima al minimo comune 

denominatore. 

    N.B.  m.c.d. = m.c.m. dei denominatori. 

Es.    
12

53

12

3698

12

36

12

9

12

8
3

4

3

3

2



 ;  [ m.c.d. = m.c.m.(3; 4 ) = 12 ]. 
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Sottrazione 

     Def.  
n

a
 – 

n

b
 = 

n

ba 
 con a b .  

Es.   
5

7

5

714

5

7

5

14



 .  

Se le frazioni non hanno lo stesso denominatore si riducono prima al minimo comune 

denominatore. 

Moltiplicazione 

     Def.  
b

a
 . 

d

c
= 

bd

ac
. 

Es.   
8.7

3.4

8

3
.

7

4
  = 

14

3

4:56

4:12
 . 

Divisione 

     Def.    
b

a
 : 

d

c
 = 

b

a
 . 

c

d
 ; c 0 .     Es. 

4

5
: 

2

7
= 

4

5
 . 

7

2
=  

28

10
= 

14

5
.     

Elevamento a potenza 

 Def.    
n

nn

b

a

b

a









.    Es.    
3

33

3

2

3

2









= .
27

8
 

Nota.  Nell’insieme Qa sono valide le stesse proprietà delle potenze studiate nell’insieme N. 

1.5. Richiami sulle operazioni nell’insieme dei razionali relativi 

Somma algebrica 

Es.    – 5 – 7 = – 12; + 30 + 3 = + 33; 14 – 20 = – 6;  – 
2

1
 – 

4

5
= 

4

52 
 = – 

4

7
 . 

Moltiplicazione 

Es.  (–3) (–2) = + 6; (+4) (–2) = – 8; (+5) (+7) = + 35; 
15

2

5

2
 

3

1














  . 

Nota. Il prodotto è positivo se i fattori sono concordi, negativo se sono discordi.  

Divisione 

Vale la stessa regola dei segni del prodotto.  

Es.  (–15) : (–3 ) = + 5;  (+20) : (–2 ) = –10 . 

Elevamento a potenza 

Sono valide le proprietà delle potenze studiate nell’insieme Qa con l’aggiunta delle seguenti 

proprietà: 
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1)  base negativa ed exp positivo: (-a)n   = 







273)- (  es.   dispari; èn       

16(-2)  es.   pari; èn   se         
3

4

se
; 

2)   exp negativo: a-n = 
n

a









 1

=  
na 

1
. Es.  2-3 = 

32

1
= 

8

1
;   

2

4

3










= .
9

16

3

4
2











 

Estrazione di radice 

  Def.   n a  = x   xn = a; n si dice indice del radicale ed a radicando.  

Essendo   aan   n  ne segue che l’operazione di estrazione di radice è l’inversa 

dell’elevazione a potenza. 

Osservazioni  

 k a2  esiste nei reali se a 0  (radicale con indice pari). 

 12 k a  esiste  Ra   (radicale con indice dispari). 

 L’estrazione di radice, in generale, dà come risultato un numero decimale illimitato non     

      periodico ovvero  un numero irrazionale. 

 Nell’insieme Q  si conservano tutte le proprietà formali delle operazioni in Z, l’elemento  

                 neutro dell’addizione (0), l’elemento neutro della moltiplicazione (1) e l’elemento nullo        

                 della moltiplicazione (0). 

1.6. I numeri reali relativi e loro rappresentazione sulla retta 

Consideriamo una retta x orientata, sia O un generico punto che divide la retta  in  due 

semirette e stabiliamo un segmento u  come unità di misura. 

         xu



 

Ad ogni punto della retta x orientata corrisponde un numero reale relativo, detto ascissa del punto.  

Al punto A, alla destra dell’origine O in figura, corrisponde il numero reale positivo + 5, il cui  valore 

assoluto è uguale alla misura del segmento  OA  rispetto ad u  e  poiché 5
u

OA
 si scrive xA = + 5. 

Al punto B, alla sinistra dell’origine O in figura,  corrisponde il numero reale negativo  – 4  e si  

scrive xB = – 4.  

Viceversa ad ogni numero reale corrisponde un punto della retta.  

Concludendo: esiste una corrispondenza biunivoca tra i punti di una retta orientata ed i numeri 

reali relativi e si scrive: R    punti della retta x . 

Confronto tra numeri reali relativi 

Siano a e b due numeri reali relativi, a è minore di b (a < b) se a precede b sulla retta graduata 

con l’unità di misura u. 
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Osservazioni sulla misura delle grandezze 

 Misura di una grandezza A, rispetto alla grandezza U,omogenea con A, è il numero 

reale assoluto a dato dal rapporto di A con U, ovvero   
U

A
= a. 

 La misura di un segmento si dice lunghezza; la misura di una superficie si dice area; la 

misura di un solido  si dice volume e la misura di un angolo si dice ampiezza. 

 

1.7. Intervalli di numeri reali 

Con  I = ( a ; b) si indicano i reali  x / bxa   (intervallo aperto di estremi a e b). 

Con  I = [a ; b] si indicano i reali x  / bxa   (intervallo chiuso di estremi a e b). 

Con  I = (a ; b] si indicano i reali x /  a  bx   (intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra di 

estremi a e b). 

Con  I = [a ; b) si indicano i reali x /  a  bx   (intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra di 

estremi a e b). 

I numeri a e b si dicono rispettivamente estremo inferiore e superiore dell’insieme. 

Si scrive: Sup ( I ) = a  e Inf ( I ) = b I . 

Se l’intervallo è chiuso, a  è il minimo elemento di I e b è il massimo elemento di I. 

Esempi 

1)  L’intervallo  (+3; + )  è limitato inferiormente ed essendo aperto l’insieme non  ammette    

      minimo. 

2)  L’intervallo  (– ;– 2] è limitato superiormente  e  – 2  è il massimo. 

3)  L’intervallo  [+3; + )  è limitato  inferiormente e  + 3  è il minimo. 

4)  L’intervallo  [5 ; 8] è limitato,  5 è il minimo e  8  è il max. 

 Si scrive: Sup ( I ) = 8 I  ( 8 è max ); Inf ( I ) = 5 I  ( 5 è il minimo ). 

 

Alcuni autori usano anche la seguente simbologia:  

1.  I =  ] a ; b [      intervallo aperto;  

2.  I = [a ; b]         intervallo chiuso; 

3.  I = ]a ; b]         intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra; 

4.  I = [a ; b[         intervallo aperto a destra e chiuso a sinistra. 
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CAPITOLO 2 

CALCOLO LETTERALE 

2.1.    I monomi e le relative operazioni 

Def.  Monomio è un’espressione formata da lettere e da numeri nella quale non figura la 

somma algebrica. La parte numerica si dice coefficiente del monomio. 

  Sono monomi interi:        – ba2

2

1
;  – x y;  + a b3;  +

6

x
 . 

  I  cui  coefficienti sono:    – 
2

1
;       – 1;      +1;      +

6

1
 . 

  Sono monomi fratti:   
x

a3
; 

xy

6
; – 

2

4

b

a
. 

 

Grado di un monomio 

Es 1.   5 a2 b3  è un monomio di secondo grado relativo alla lettera a, di terzo grado relativo alla 

lettera b; mentre il suo grado assoluto è  5. 

Es 2.   52 x2 y è un monomio di terzo grado assoluto, di primo grado rispetto alla variabile y, di 

secondo grado rispetto alla variabile x. 

Nota.   Le costanti (numeri) si considerano monomi di grado zero. 

Moltiplicazione di due o più monomi  

       22a   ba32  = + 4 a5 b. 

Somma algebrica di monomi simili  

Def.  Due monomi sono simili se hanno la stessa parte letterale. 

La somma di più monomi simili è un monomio simile ai monomi dati che ha per coefficiente la 

somma dei coefficienti. 

Esempi.   – 7 x + 10 x = +3 x;    
 

xxxx 












 

21

6-14
  

7

2

3

2

7

2

3

2
= .

21

8
x  

La somma (2 x + 3 y) non è possibile perché i monomi non sono simili. 

Divisione di due monomi 

Es.   (16 a4 ) : (– 2 a2 ) = 16 a4  







22

1

a
 = – 8 a2. 

Potenza di un monomio 

Es.    (–2 a3)2 = + 4  a6. 
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M.C.D. e  m. c. m. di monomi 

Sono valide le stesse regole per la ricerca del M.C.D. e m.c.m. dei numeri interi. 

Es.    8 a2 b,  12a b3,  20 a2 b2;  m.c.m. = 120 a2  b3;  M.C.D. = 4ab.  

2.2. I polinomi  

Def.  Polinomio è la somma algebrica di più monomi interi. 

Grado di un polinomio   

 A (x) = 2 x – 1      è un binomio nella variabile x di 1° grado. 

B (x) = 53
2

1 2  xx    è un trinomio nella variabile x di 2° grado. 

C (y) = 2
3

2 23  yy
 
y + 3    è un quadrinomio nella variabile y di 3° grado. 

D (x;y) = 3 x – 5 y – 12      è un trinomio nelle variabili x e y di 1° grado. 

E (x;y,z) = x y – y2 – 2 x2 z2   è un polinomio nelle variabili x, y e z di 4° grado. 

P (x) = 4 x3 – 2 x2 – x
3

1
– 3    è un polinomio di 3° grado completo, ordinato secondo le potenze 

decrescenti della variabile x. 

Q (x) = 5 x4 – 2 x2 – 3 x + 5  è un polinomio di 4° grado incompleto (manca il termine di 3° grado), 

ordinato secondo le potenze decrescenti della variabile x. 

Dato il polinomio  P(x) = 2 x2 – 4 x – 1;per x = 2 si ha: P(2) = 2.22– 4.2 –1 = –1. 

Dato il polinomio  A (x ) = 5 x2 – 4 x – 1; per x = 1 si ha: A(1) = 5.12 – 4 –1 = 0, in tal caso il numero 

uno  si dice zero del polinomio A(x). 

In generale:   è zero di P (x) se P ( ) = 0. 

Es.  P(x) = x2 – 5 x + 6  ha per zeri i numeri  2 e 3. 

Def.  Un polinomio si dice omogeneo se tutti i monomi che lo formano hanno lo stesso grado. 

Es 1.    5 x2 y – 3 x y2 + x3 – 0,3 y3  è omogeneo di 3° grado. 

Es 2.    2 x2 + 3 xy  – 4 y2  è omogeneo di 2° grado. 
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2.3. Principio d’identità di due polinomi 

Def. Due polinomi sono identici se sono uguali i coefficienti dei termini dello stesso grado. 

Es 1.     2 x3 – k x2 + (a –1) x + 3 = b x3 + 3 x2 + 5 x + c     se 
















c

a

k

b

3

51

3

2

 

















3

6

3

2

c

a

k

b

 

 

Es 2.    (2k –1) x3 + 3 a x – 5 b = 4 x – 2         se 












25

43

012

b

a

k

 




















5

2
3

4
2

1

b

a

k

 

2.4. Operazioni con polinomi 

Somma algebrica di polinomi 

Es.  (2 a – 3 b) – (5 a + 2 b) + (– 6 a + 7 b) = 2a – 3 b – 5 a – 2 b – 6 a + 7 b  = – 9 a + 2b.  

Prodotto di un monomio per un polinomio 

Regola: A (M + N + P) = AM + AN + AP (si moltiplica il monomio per tutti i termini del polinomio 

e si sommano i risultati ottenuti). 

Es.  2 a (a – 2) = (a –2) 2 a = 2 a2 – 4 a.  Viceversa  2 a2 – 4 a  = 2 a (a – 2); (scomposizione di 

un polinomio con il raccoglimento del fattore comune). 

Prodotto di due  polinomi 

Regola: (A + B) (M + N + P) = AM + AN + AP + BM + BN + BP (si moltiplica ciascun termine 

del primo per tutti i termini del secondo e si sommano i risultati ottenuti). 

Es.   (2 a – 4)  ( 2 a – 3) = 4 a2 – 6 a – 8 a + 12 = 4 a2 – 14 a + 12. 

2.5. Prodotti notevoli 

Somma di due monomi (o espressioni) per la loro differenza 

(A + B) (A – B) = A2– B2       

Es.   (x +1) (x –1) = x2 –1; [(x – 2) + (y –3)] [ (x – 2) – (y – 3)] = (x – 2)2 – (y – 3)2. 

Viceversa  A2– B2 = (A + B) (A – B) (scomposizione di un binomio differenza di quadrati). 

Es1.   x2 – 9 = (x + 3) (x – 3). 

Es2.  (x – 2)2 – (y – 3)2 = [(x – 2) + (y – 3)] [ (x – 2) – (y – 3)] =  = (x – 2 + y – 3) (x – 2 – y + 3) =    

          = (x + y – 5) (x – y +1). 
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Quadrato di un binomio 

    (A ± B)2 = A2 ± 2 A B + B2         

 

Es.  ( x – 2)2 = x2 – 4 x + 4. 

Viceversa  A2   2 A B + B2  = (A   B)2 (scomposizione in fattori di un trinomio particolare). 

Es.   Scomporre i seguenti trinomi:  

1.      4 x2 – 12 x + 9 = ( 2x – 3)2 = (3 – 2 x)2 ; 

2.      x2 + 6 x + 9 = (x + 3)2; 

3.      x2 – 6 x + 9 =  (x – 3)2 =  (3 – x)2;  

4.      x2 + 2 + 
2

1

x
 = 

2
1






 

x
x . 

Cubo di un binomio  

(A + B)3 = A3 + 3 A2 B + 3 A B2 + B3      

Es.  (–2 x + 5)3 = (– 2 x)3 + 3 (– 2 x )2 (+ 5) + 3(– 2 x) (+5)2 + (+5)3 =  – 8 x3 + 60 x2 – 150 x + 125. 

Viceversa  A3 + 3 A2 B +3 A B2 + B3  = (A + B)3 (scomposizione di un quadrinomio particolare). 

Es.  Scomporre i seguenti quadrinomi:   

1.  x3 – 3 x2 + 3 x – 1 = ( x – 1 )3;  

2.  – x3 + 8 + 6 x2 – 12 x = ( – x + 2 )3. 

Quadrato di un trinomio 

      ( A + B + C )2 = A2 + B2 + C2 + 2 A B + 2 A C +2 B C               

 

Es.  (2 x – 3 y – 1)2 = (2 x)2 + (–3 y)2 + (–1)2 + 2(2 x) (– 3 y) + 2 (2 x) (–1) + + 2 (–3 y) (–1)  = 

        = 4 x2
 + 9 y2 +1 – 12 xy – 4 x + 6 y. 

Osservazioni 

 (A + B)2 = (A + B) (A + B);    

  (A + B)3 = ( A + B) ( A + B) ( A + B); 

 (A + B + C)2 = (A + B + C) (A + B + C). 
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2.6. Potenza ennesima di un binomio 

(a + b)n  è uguale ad un polinomio di grado n ordinato secondo le potenze decrescenti di a e 

crescenti di b, i cui coefficienti sono dati dal seguente triangolo di Tartaglia: 

1 

1 1    coefficienti di (a + b)1 

1 2 1    “ “ (a + b)2 

1 3 3 1   “ “ (a + b)3 

1 4 6 4 1  “ “ (a + b)4 

             ………...……………………………                     ……      ……        ……… 

Es.   (a + b)5 = 1 a5 + 5 a4 b + 10 a3 b2 + 10 a2 b3 + 5 a b4 +1 b5. 

Divisione di un polinomio per un monomio 

Regola: ( A + B + C) : M = A : M + B : M + C : M = 
M

C

M

B

M

A
    con  M .0  

Es.  (5x2 + 20 xy – 15 x):( – 5x) = 
x

x

x

xy

x

x

5

15

5

20

5

5 2










 = – x – 4y + 3. 

2.7. Divisione tra due polinomi 

Dati i polinomi A (x) di grado n e B (x)  0 di grado m n  dividere A (x) con B (x) significa 

trovare due polinomi Q(x) di grado (n – m) ed R(x) di grado p < m , rispettivamente detti  quoto e 

resto, tali che 

A (x) = B(x) . Q(x) + R (x)    e si scrive 

                                                               

A (x) B (x)

Q (x)R (x)  

Se R (x) = 0 si dice che A(x) è divisibile per B(x) e in tal caso si  ha  

A(x) = B(x) . Q(x) 

Nota.  
B(x)

R(x)
 Q(x) 

)(

)()().(

)(

)(





xB

xRxQxB

xB

xA
 (utile nell’integrazione delle funzioni fratte). 

Es. Trovare quoziente e resto della divisione (2 x + x4 - 3 x2 - 5) : (x2
 - 3 x -1). 

    +x4-------  - 3x2  + 2x  - 5  x2  - 3 x – 1 

    -x4 +3x3   + x2          x2 + 3x + 7 

           3x3   - 2x2 + 2x  - 5   

          - 3x3  + 9x2 +3x   

                   +7x2 + 5x   - 5   

                    -7x2 +21x  + 7   

                      +26x  + 2   

 

R (x) = 26x + 2; Q(x) = x2 + 3 x + 7. Pertanto si ha: 
13

226
73

13

523
2

2
2

24








xx

x
xx

xx

xxx
. 
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2.8. Teorema del resto 

Consideriamo la divisione  P(x) : (x –  ) con R ;         

P(x) x -   

 R Q(x) 

Dall’ uguaglianza  (x –  ) Q(x) + R = P(x) , per x =   si ottiene  (   ) )P( )(   RQ e quindi  

R = P( ). Pertanto il resto della divisione   P(x) : (x –  )  è uguale al valore che assume il 

polinomio  P(x)  per  x = . 

Es 1.   Trovare il resto della divisione   (x3 – x – 3) : (x – 2).  

       Si ha  R = P ( 2 ) = 23 – 2 – 3 = 3. 

Es 2.   Il polinomio P(x) = 5 x2 – 4 x – 1 è divisibile per ( x -1) ? 

            Essendo R = P(1) = 5 . 12  – 4 . 1 – 1 = 0  il polinomio è divisibile per (x – 1). 

Es 3.   Il polinomio x3 + 8 è divisibile per (x + 2) ? 

            Essendo  R = (–2)3 + 8 = –  8 + 8 = 0  il polinomio è divisibile per (x + 2). 

Se Q(x) è il quoto della divisione (x3 + 8) : (x + 2), si ha   x3 + 8 = (x + 2) Q(x). 

Pertanto se   è zero di P(x), cioè R = P( ) = 0, il polinomio è divisibile per  (x –  ) e si ha   
P(x) = ( x –  ) . Q(x)  (scomposizione di un polinomio in fattori).  

Osservazioni 

1)     Per dividere il prodotto A(x).B(x)  per  (x – )  basta dividere uno solo dei due fattori per  

        (x –  ).  

2)     Per dividere [A(x) + B(x)]  per (x –  ) bisogna dividere entrambi i polinomi pe  (x –  ). 

2.9. Regola di Ruffini 
   La regola di Ruffini permette di trovare il quoziente ed il resto della divisione di un polinomio 

P(x) con un binomio del tipo (x –  ). 

Es 1.  (x3 – x – 3) : (x – 2)   

Applicando la regola di Ruffini si ha:   

coeff.del 
div.ord.completo  1 0 -1 -3  
  2   2 4 6  
  1 2 3 3 resto 

   
coeff. del 

quoto   

R = + 3  e  Q(x) = x2 + 2 x + 3.         

Es 2.     (x3 – 2 a x2 + 3 a2 x + a3) : (x – a). Applicando la regola di Ruffini si ha:    

coeff.del 
div.ord.completo  1 -2a +3a2  +a3  

  a   a -a2 +2a3  

  1 -a +2a2 +3a3 resto 

   
coeff. del 

quoto   

 R = +3 a3   e  Q(x) = x2 - a x +2 a2. 
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2.10. Fattorizzazione di un polinomio 

Raccoglimento del fattore comune 

Regola:  A  M + B  M + C   M = M (A + B + C) , essendo M il massimo comune divisore di tutti i 

monomi. 

Es.    2 x2 – 8 x = 2x (x – 4). 

Raccoglimento parziale 

Es 1.    a x + a y + b x + b y = a (x + y) + b (x + y) = (x + y) (a + b). 

Es 2.    x y – x + 2 y – 2 = x (y – 1) + 2 (y – 1) = (y – 1) (x + 2).  

Scomposizione di un polinomio con la regola di Ruffini 

Dato il polinomio P(x) = a xn + b xn-1 + …................. + c ,  con a 0. 

Se   è zero di P(x), cioè P( ) = 0 = R, il polinomio è divisibile per (x –  ) e quindi si ha  

P(x) = (x –  ) . Q(x),  essendo Q(x) di grado ( n – 1) il quoto della divisione calcolato 

preferibilmente con la regola di Ruffini. 

Osservazione 

 Gli eventuali zeri razionali di P(x) sono da ricercare tra le frazioni che hanno per numeratore un 

divisore di “ c “ e per denominatore un divisore di “a “; pertanto se  a = 1 gli eventuali zeri razionali 

sono numeri interi. 

Es 1.  Scomporre il polinomio 2 x3 – 9 x2 + 4 x + 3;  a = 2 e  c = 3. 

I divisori di c sono: 1 ; 3 .
 

I divisori di a sono: 1 ; 2 .
 

 La ricerca degli zeri quindi deve essere fatta tra i numeri: 1 ; 
2

1
;  3 ;

2

3
 . 

Ricerca degli zeri: P(–1) = 2 (–1)3 – 9 (–1)2 + 4 (–1 ) + 3  0; 

P(1) = 2 (1)3 – 9 (1)2 + 4 . (1) + 3 = 0,  perciò il polinomio è divisibile per  (x – 1). 

Troviamo Q(x) con la regola di Ruffini 

coeff.del 
div.ord.completo  2 -9 4 3  
  1   2 -7 -3  
         2 -7 -3 0 resto 

   
coeff. del 

quoto   

Q(x) = 2 x2 – 7 x – 3. Pertanto si ha  2 x3 – 9 x2 + 4 x + 3  = (x – 1) (2 x2 – 7 x – 3). 

Es 2.  Scomporre il polinomio  x4 – 4 x3 – x2 + 16 x – 12. 

I divisori di 12 sono :  1 ; 2 ; 3 ;  4; 6 ; 12 . 

Essendo P(1) = 0 ; P(2) = 0 e P(–2) = 0 il polinomio è divisibile per (x – 1), (x – 2) e (x + 2).  

Applicando  tre volte la regola di Ruffini si ha: 
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  1 -4 -1 16 -12  Div. per (x-1)  
 1   1 -3 -4 12    
coeff. Q1  1 -3 -4 12 0  Div. per (x-2)  
 2   2 -2 -12     
coeff. Q2  1 -1 -6 0   Div. per (x+2)  
 -2   -2 6      
coeff. Q3  1 -3 0      

Q1(x) = x3  – 3 x2 – 4 x + 12 ;   Q2(x) = x2– x– 6 ;   Q3(x) = x –  3.  

Quindi si ha:   x4 –  4 x3 – x2 + 16 x – 12 = (x – 1)  (x – 2)  (x + 2)  (x – 3). 

osservazioni  

1. Se la somma dei coefficienti di un polinomio è zero, allora  x = 1 è zero del polinomio. 

2. Se la somma dei coefficienti dei termini di grado pari di un polinomio è uguale alla somma 

dei coefficienti dei termini di grado dispari,allora   x = – 1  è zero del polinomio. 

 Scomposizione di un binomio del tipo  xn   an   

        Il binomio  xn – an  è divisibile per (x – a) e si ha:  

xn – a n = (x – a) (xn-1 + xn-2a +  ………….. + an-1). 

 Es.  x5 –  32 = x5 – 25 = (x – 2) (x4 + x3.2 + x2.22 + x .23 + 24). 

Se n è dispari il binomio xn + an  è divisibile per (x + a) e si ha: 

xn + a n = ( x + a ) ( xn-1 – xn-2 a + ……..+ an-1 ). 

 Es.  x5 + 1 = x5 + 15 = (x + 1) (x4 –  x3.1 + x2.12 –  x .13 + 14)   = (x + 1) (x4 –  x3 + x2 –  x + 1). 

      Scomposizione di un binomio differenza di cubi 

A3 – B3 = (A – B) (A2 + A B + B2) 

 Es.     y3 –  27 = y3 – 33 = ( y – 3 ) ( y2 + 3 y + 9 ) 

     Scomposizione di un binomio somma di cubi 

A3 + B3 =  (A + B ) (A2 – A B + B2) 

 Es.   x3 + 1 = ( x + 1 ) ( x2 – x  + 1 ). 

   Osservazione 

 Se n è pari  il binomio xn – an nella variabile x si scompone come differenza di due quadrati.  

 Es.   x6 – 26 = (x3)2 – (23)2 = (x3+23)( x3– 23) = (x+2)(x2– 2x+ 4) (x – 2)(x2+ 2x+ 4). 
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PERCORSO  PER  LA  FATTORIZZAZIONE  DI  UN  POLINOMIO 
 
 

Raccoglimento del fattore comune

Binomio Trinomio Quadrinomio

An     Bn (A    B) 2

Ruffini

(A    B) 3

Ruffini

Raccoglimento
     Parziale
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2.11. Cenni sulle frazioni algebriche  

Sono frazioni che presentano al denominatore monomi o polinomi. 

Es.    
xy

ab2

; 
1

5
2 


x

x
 e 

4

6

y
  sono frazioni algebriche. 

Nota.    
B

A
  esiste se  B   0.  

Es.  La frazione 
1

5
2 


x

x
  esiste se  x2 – 1   0  ovvero  x    1 (C.E.). 

Le regole di calcolo sulle frazioni algebriche sono le stesse adoperate per le frazioni numeriche.  

Semplificazione 

Es.    
 x

x

xx

xx

xx

x 1

)1(

)1)(1(1
2

2 









  con 1.x 0 x     

Moltiplicazione  

Es.  
1

5
2 


x

x
 . 

2510

33
2 


xx

x
= 

)1)(1(

5




xx

x
 . 

2)5(

)1(3




x

x
 = 

)5)(1(

3

 xx   
  con  x 1   .5 x  

Divisione  

Es.   
4

6

y
 : 

16

9
2 y

 = 
4

6

y
 . 

9

)4)(4(  yy
 = 

3

)4(2 y
  con  x .4   

Somma algebrica  

Es 1.    
x

3
+ 

xx 2

5
 – 

1

5
2 x

x
 = 

x

3
+ 

)1(

5

xx
 –  

)1)(1(

5

 xx

x
 =    

     =  
)1)(1(

5)1(5)1(3 22




xxx

xxx
=

)1)(1(

55533 22




xxx

xxx
 =  

)1(

252
2

2




xx

xx
  con  x  1     x  0. 

Es 2. 
y

1
 (2 – 

y

3
) (

94

3
2 y

y
) = 

y

1
 (

y

y 32 
) (

)32)(32(

3

 yy

y
) = 

)32(

3

yy
 ,con  y 0     y 

2

3
 . 

 Elevamento a potenza  

Es.
  










 3

32

1

x

x
 
 
 3

3

32

1




x

x
  con  x 

2

3
 .

 

 

N.B.  Per la ricerca del (m.c.m.) e del (M.C.D.) di polinomi sono valide le regole studiate per la 

ricerca del (m.c.m.) e del (M.C.D.) dei monomi. 
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Esempio 

Trovare il M.C.D. ed il m.c.m. dei seguenti polinomi: x2 – 1; 2 x – 2;  x2 – 3 x + 2;  x2  – 2 x + 1. 

Scomponiamo i polinomi: 

 x2 – 1 = (x – 1)(x + 1); 

 2 x – 2 = 2 (x – 1); 

 x2 – 3 x + 2 = (x – 1) (x – 2); 

 x2 – 2 x + 1= (x – 1)2. 

Pertanto si ha: 

M.C.D. =  x – 1;  

m.c.m. =  2 (x – 1)2(x + 1)(x – 2). 
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CAPITOLO 3 

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI PRIMO GRADO 

3.1. Identità 

Def.  L’identità è l’uguaglianza tra due espressioni che, in generale, è verificata per qualsiasi 

valore numerico dato alle variabili. 

Es.  x (x +1) = x2 + x,  (x+1)2 = x2 + 2 x + 1, x2 – 1 = (x+1) (x –1)  sono    uguaglianze che 

esprimono regole, sono verificate Rx  e si dicono identità. 

L’uguaglianza 1
1

12





x
x

x
  è una identità condizionata in quanto  x – 1 0  . 

3.2. Equazioni algebriche ad una incognita 

Problema 1 

  Fra quanti anni l’età del nonno sarà quadrupla dell’età del nipote, sapendo che oggi il nipote 

ha 15 anni ed il nonno ha 75 anni? 

Chiamiamo con x (incognita) il numero di anni richiesti. 

Fra x anni l’età del nipote sarà (15 + x) e quella del nonno sarà ( 75 + x ). 

Condizione in linguaggio naturale: età del nonno quadrupla dell’età del nipote. 

Condizione in linguaggio simbolico: 75 + x = 4 (15 + x) (equazione risolvente). 

La suddetta uguaglianza è verificata solo per x = 5 come è facile verificare. 

Il numero 5 si dice soluzione o radice dell’equazione risolvente. 

Problema 2 

Trovare i lati di un triangolo rettangolo le cui misure sono tre numeri interi consecutivi. 

 Siano  x,  ( x + 1) e ( x + 2 )  le misure dei lati del triangolo, con x > 0.  

Per il teorema di Pitagora si ha ( x + 2 )2 = x2 + ( x +1)2   x2 + 4 x + 4 = x2 + x2 + 2 x +1    

x2 – 2 x – 3 = 0 (equazione risolvente). 

Questa uguaglianza è verificata  per x = 3 (accettabile) e per x = – 1 (non accettabile).  

Pertanto le misure dei lati del triangolo sono i numeri  3, 4 e 5. 

Def. L’equazione è l’uguaglianza tra due espressioni che, in generale, è verificata per particolari 

valori dati alle incognite. I numeri (o espressioni) che verificano l’uguaglianza si dicono soluzioni o 

radici dell’equazione. 

Il grado di un’equazione ad una incognita è dato dal massimo esponente dell’incognita. 

Es.  2 x – 4 = 3 (x –1) è di 1°grado; x2 – 3x = 7 è di 2° grado; x3 =x4 – 4  è di 4° grado. 

Data l’equazione A(x) = B(x),    è soluzione se   A( ) = B ( ). 
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Es.  x2 – 3 x = – 2 (equazione di 2° grado), x = 2  e x = 1 sono soluzioni come facilmente si verifica. 

Osservazione 

L’equazione nasce da un problema, mentre l’identità esprime una regola. 

Teorema fondamentale dell’algebra  

Ogni equazione algebrica [P (x) = 0] di grado n ammette n soluzioni reali o complesse, tutte o in 

parte distinte o coincidenti. 

Si dimostra che se il numero complesso (a+bi) è soluzione di un’equazione algebrica anche il 

coniugato (a – bi) è soluzione, con  i = 1 .  

Pertanto il numero delle soluzioni complesse di un’equazione algebrica è sempre  pari. 

Corollario  

Ogni equazione algebrica di grado dispari ammette almeno una radice reale. 

Principi di equivalenza 

     Due equazioni si dicono equivalenti,in un insieme (dominio), se le soluzioni della prima 

equazione sono soluzioni della seconda e viceversa. 

1°  Principio di equivalenza 

Sommando ad ambo i membri di un’equazione uno stesso numero o una stessa espressione C, 

avente lo stesso dominio dell’equazione, si ottiene un’equazione equivalente alla data. 

In simboli si scrive : A(x) = B(x)  è  equivalente all’equazione  A(x) + C  = B(x) + C. 

Conseguenza: in un’equazione è lecito trasportare un addendo da un membro all’altro 

cambiandolo di segno. 

2°  Principio di equivalenza 

Moltiplicando o dividendo ambo i membri di un’equazione per uno stesso numero m  0  o  per 

un’espressione C  0 si ottiene un’equazione equivalente alla data. 

 In simboli si scrive :  A(x) = B(x)  è equivalente all’equazione  m  A(x) = m  B(x). 

Conseguenze 

1. E’ lecito cambiare di segno ambo i membri  di un’equazione. 

2. E’ lecito dividere ambo i membri dell’equazione (tutti i termini) per uno stesso numero non 

nullo (semplificazione). 

Es.  300 x2 – 500 x = 700 dividendo tutti i termini per 100 si ha  3 x2 – 5 x = 7. 

N.B.   

E’ lecito dividere tutti i termini di un’equazione per una stessa espressione    m(x) 0 . 

Es.  2 x2 – 3 x4 = 0  se il dominio dell’equazione è dato dai reali non nulli (x )0  è lecito    

        dividere tutto per x2 e l’equazione diventa  2 – 3 x2 = 0. 
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3.3. Risoluzione delle equazioni di primo grado ad una incognita 

  Procedura 

1)  Si sciolgono le parentesi. 

2)  Si eliminano eventuali denominatori (basta moltiplicare tutti i termini per il m.c.m.     

     dei denominatori). 

3)  Si isolano i termini con l’incognita (trasporto). 

4)  Sommando i termini simili si ottiene un’equazione del tipo  a x = b. 

Discussione 

I) Se a  0, dividendo ambo i membri per a, si ha la soluzione  x = 
a

b
 (l’equazione è determinata). 

II)  Se a = 0 e b  0 si ha  0.x = b  0 ( l’equazione è impossibile). 

III) Se a = b = 0  si ha  0.x = 0; l’equazione è verificata Rx  (l’equazione è indeterminata). 

Es.  
6

5

2

1

3

)1(2





 xx
 + 3 x   

3

22 x
 + 

2

1 x
 = 

6

5
 + 3 x   (m.c.m. = 6 )   

2 (2 x – 2) + 3 (1 – x) = 5 +18 x   4 x – 4 + 3 – 3 x = 5 +18 x   4 x – 3 x  – 18 x = + 4 – 3 + 5   

  –17 x = + 6   17 x = – 6   
17

17x
 = – 

17

6
  

17

6
x . 

Nota sul calcolo delle formule inverse 

In ogni formula, con n variabili, note i valori di (n – 1) variabili è possibile trovare il valore della 

variabile non nota (assunta come incognita). 

Es 1.    v = vo  – a t (incognita t)   a t = vo – v   t = 
a

vv 0   con a  0. 

Es 2.   3 s = 2 t a – 5 t k + 2 (incognita t)  5 t k – 2 t a = 2 – 3s     t (5 k – 2a) = 2 – 3s    

            t = 
ak

s

25

32




   con  5 k – 2a 0 . 

Es 3.  
p

1
+

q

1
= 

f

1
; (incognita q)   

q

1
= 

f

1
– 

p

1
   

q

1
 = 

pf

fp    q = 
fp

pf


. 
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3.4. Cenni sulle equazioni fratte 

    Sono  fratte le equazioni che presentano l’incognita in almeno un denominatore. 

     Es.  
1

2




x

x
 = 3

22


x

x
; 

xxxx 





2

3

1

65
  e  3

5


x
 sono equazioni fratte. 

Le suddette equazioni si risolvono con lo stesso procedimento delle equazioni intere, tenendo 

presente che sono accettabili le soluzioni che  non annullano il m.c.m. di tutti i denominatori. 

Es 1.  
x1

3
+ 2 = 

x

x




1

1
; m.c.m. = 1 – x 0 1 x (condizione di accettabilità). 

Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per (1– x) si ha: 

  3 + 2 (1 – x) = x +1    – 2 x –  x =  – 3 – 2 + 1   – 3 x = – 4  x = 
3

4
(è accettabile). 

Es 2.   
2

3
 –

x3

3
= 

3x

x
   

2

3
+ 

33

3




 x

x

x
; m.c.m. = 2 ( x – 3) 0   

                 3 x   è la condizione di accettabilità (C.A.) della soluzione. 

Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per il m.c.m. si ha:  

3(x – 3) + 6 = 2 x    3 x – 9 + 6 = 2 x  x = 3  (non è accettabile) e pertanto   l’equazione non 

ammette soluzioni.  

  N.B.  m.c.m. 0  è la condizione di esistenza di tutte le frazioni presenti  nella  equazione. 

3.5. Disequazioni algebriche 

Disuguaglianze numeriche  

Dati due numeri reali a e b diremo che: 

1)   ba    a – b = 0 uguaglianza; 

2)   a > b   a – b > 0 disuguaglianza; 

3)   a < b    a – b < 0 disuguaglianza. 

Proprietà 

1a A  B   A + C  B + C  con A, B e C numeri reali o espressioni  algebriche.  

2a A  B   m A  m B   con  m  R . 

3a  A  B   m A  m B    con  m  R . 

Conseguenza: in una disuguaglianza numerica o algebrica è lecito cambiare tutti i termini di segno 

cambiandone il verso. 

4a         a  b   
a

1
 

b

1
   con  a  e  b numeri reali (non nulli)  concordi. 

      Es.   2 < 10  
10

1

2

1


 
; – 3 < – 2    2

1

3

1
 .  

5a        a  b   an  bn  con  n  dispari.  (*) 

          Se n è pari  la (*)   è vera se  a  e  b  sono entrambi positivi. 
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3.6. Risoluzione delle disequazioni algebriche di primo grado ad   una incognita 

Le disequazioni algebriche ad una incognita sono del tipo  A (x)  B (x). 

Il numero   è soluzione di  A (x)  B (x) se  A ( )  B ( ).  

Es 1.   2x – 10 > 7x – 3, x = 5 è soluzione? 

Verifica: 2(5) – 10 > 7(5) – 3   10 – 10 > 32   0 > 32; quindi  5 non è soluzione. 

Es 2.   2 x > 8; x = 6  è soluzione; infatti 2 . 6 > 8 ;anche x = 4,01 è pure soluzione. 

   E’ ovvio che  la disequazione  2 x > 8  è verificata .4:  xRx   

   Pertanto l’insieme delle soluzioni  è     S =  4:  xRx  = (4 ;  ). 

x 4

 

 La linea continua indica l’intervallo dove la disequazione è verificata, quella tratteggiata indica 

dove non è verificata. 

Il simbolo “o” nel grafico indica estremo escluso. 

     Il simbolo “ • ” nel grafico indica estremo incluso.  

La procedura per risolvere le disequazioni di primo grado è la stessa di quella adoperata per le 

equazioni, tenendo presente che cambiando tutti i termini di segno cambia il verso della 

disuguaglianza. 

Es 1.    – 3 x > 5   3 x < – 5   x < – 
3

5
  oppure S = (–  ; – 

3

5
). 

x 3
5- 

 

Es 2.     2 x 6    x   3  oppure  S = (- ; 3]. 

x 3

 

3.7. Disequazioni fratte  

 Sono fratte le disequazioni che presentano l’incognita in almeno un  denominatore.  

Esempi 

    1

2




x

x
   3

22


x

x
;   

xxxx 





2

3

1

65
 e 0

4

12





x

x

 
sono equazioni fratte. 

Risoluzione delle equazioni fratte del tipo 
)(

)(

xB

xA
 0.  

La condizione di esistenza (C.E.) della frazione è .0)( xB  

Nota 1.   0
D

N
 se N e D sono concordi; 0

D

N
  se N e D sono discordi. 

    Quindi, per trovare il segno della frazione occorre studiare il segno del numeratore e del 

denominatore  risolvendo le disequazioni N > 0  e  D > 0. 



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI PRIMO GRADO 

 
 

26

Es 1.  0
4

32





x

x
 ; la  C.E.  è   x + 4 0  x .4  Troviamo il segno del N e del D: 

N = 2 x – 3 > 0   2 x > 3   x >
2

3
;   

D = x + 4 > 0   x > – 4.   

N

D

x
3
2- 4

D
N

- +
 

   La  disequazione è verificata  per   – 4 < x < 
2

3
 oppure S = ( – 4 ; 

2

3

 
). 

Nota 2.   
D

N
 non esiste nel punto indicato col simbolo “X ”. 

  La disequazione 0
4

32





x

x
  è verificata per    x < – 4     x > 

2

3
. 

Es 2.  5
2

1





x

x

 
  05

2

1





x

x

 
   0

2

)2(51





x

xx
       

        
0

2

5101





x

xx

 
  0

2

116





x

x
   con    2 – x 0  .2 x  

  Studiamo il segno del numeratore e del denominatore della frazione: 

    N = 6 x – 11 0  x 
6

11
 ;    

    D = 2 – x > 0 x <  2. 

        

N

D

x
11
6 2

D
N

-  -+  

  La disequazione è verificata per   2
6

11
 x  oppure  S = [ ) 2 ;

6

11
. 

Nota 3.   
D

N
= 0   nel punto indicato col simbolo  “ • ” . 

  Casi particolari 

           1)   0
3

7


x
   se  N e D concordi, quindi   x – 3 > 0   x > 3. 

           2)   0
3

5





x
   se  N e D sono discordi, quindi  x – 3 > 0   x > 3. 

           3)   0
2

6





x
  se  N e D concordi, quindi  x + 2 < 0 2 x . 
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3.8.       Sistemi di disequazioni lineari ad una incognita 
 

Sono del tipo 

A (x)

B (x)

...............

C (x)

0

0

0

...............

     

Con  A(x),  B(x)  e  C(x)  di  primo grado. 

Il numero  x =   R  è soluzione del sistema se verifica tutte le disequazioni che formano il 

sistema. Pertanto il sistema è verificato negli intervalli dove le disequazioni sono 

contemporaneamente verificate (ovvero negli intervalli dove le linee sono tutte continue).  

Se  S1; S2 ; …..Sn  sono le soluzioni delle singole  disequazioni del sistema,la soluzione del sistema 

è  S = S1    S2     …..Sn. 
 

Es .   













01

0132

02

x

x

x

 . Risolviamo le tre disequazioni del sistema:    

1a.     x – 2 0    x 2  oppure  S1 = [2;+ ) ;  

2a.     2x – 13 < 0    
2

13
x  oppure  S2 = ( )

2

13
; ; 

3a.       x –  1 > 0   x > 1  oppure  S3 = (1 ; + ).  

1

x 1 22
a

2a

3a

13

 

Pertanto la soluzione del sistema è  S = S1   S2  S3  = [2; ).
2

13
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CAPITOLO 4 

I RADICALI 

4.1. Introduzione 

    L’equazione nx = a  con a R  ed n N   n 2  ammette la soluzione x = n a . 

La scrittura n a   si legge radice ennesima di a, n si dice indice del radicale ed a si dice radicando.  

Si ha : 

n a  = x  xn = a. 

Essendo   aa
nn   possiamo dedurre che l’operazione di estrazione di radice è l’inversa 

dell’elevazione a potenza.  

Es. 5  25   perché 52 = 25; 25 = – 5 perché (–5)2 = 25 e quindi si preferisce scrivere  

       25 =  5;  3 8 = 2  perché  23 = 8  e  3 8 = – 2  perché (–2)3 = – 8; ed essendo    

       –  3 8 = – 2    si ha  3 8 = – 3 8 . 

N.B.   a  esiste nei reali se a 0 .  

Pertanto la condizione di esistenza del radicale k xA2 )(   (indice pari)  è  A(x) 0 .   

Es.     1x   la C.E.  è  x – 1 0   x 1 . 

Un radicale di indice dispari esiste in R se esiste il radicando. 

Es.    3
2 9x

x

 
 esiste se  x2 – 9 0 ,ovvero  x .3  

Proprietà invariantiva dei radicali 

Moltiplicando o dividendo l’indice di un radicale e l’esponente del radicando per uno stesso 

numero  k 0  si ottiene un radicale equivalente al radicale dato.  

In simboli si scrive  kn kmn m aa . . = kn kma: : .  

Per semplificare un radicale basta dividere il suo indice e l’esponente del radicando per il loro 

M.C.D. 

      Es 1.    4 25  = 4 25  = 5 .     

      Es 2.     9 6x  = 3 2x . 

Osservazioni 

1. Nel semplificare un radicale non bisogna alterarne il valore.  

Es 1.     4 2)3(  = 4 9  = 4 23  = 3 .  
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2. Se nel semplificare un radicale, l’esponente del radicando con base negativa, da pari 

diventa dispari occorre scrivere la base del radicando in valore assoluto. 

     Pertanto la semplificazione  4 2)3( = 3   è  errata. 

Es 1.      .2224 2 
 

Es 2.    4 2x  = x . 

Es 3.   .4 38 6 xx   

 Osservazioni.    

 a < a   se   a > 1;     

 a > a   se   0 < a < 1; 

 a  = a     se  a = 0   a = 1. 

Es.   
2

1

4

1
 > 

4

1
.     

Definizione  

  













0   x sex  -

0    x se   0

0   xse  x

x .  In generale si ha   )(xA  = 












0  A(x) se  A(x)-

0    A(x) se  0

0A(x) se )(xA

   

 

Esempio 

                     

 4x












4   x  se    4x-

4     x se       0

4   xse       4x

 

 

x 4
x  - 4  >  0

 4.2. Operazioni sui radicali 

Moltiplicazione 

 Regola:     n a  n b = n ba. .        

Es.    .217.37.3    Nota.  A . A  = A  (con A 0 ) . 

Divisione 

Regola:    n a  : n b = n

b

a

 
 con b 0 . 

Es.    8  : 2  = 24
2

8
 .    
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Riduzione di più radicali al m.c.i. 

 Es. 3 ; 3 2a ; 4 3x  m.c.i. = m.c.m. ( 2 ; 3 ; 4 ) = 12. I radicali ridotti al m.c.i. sono: 

12 63 ; 12 8a ; 12 9x ; ( ottenuti dividendo il m.c.i. per ciascun indice del radicale e moltiplicando il 

quoto ottenuto per l’esponente del radicando).   

Es. 3 . 3 2  = 6 33 6 22  = 6 4.27 . 

Applicazione: confrontare i due radicali 5 e 3 9 .  

Riducendo al m.c.i. si ha:  6 35 e 6 29  5 > 3 9 . 

Trasporto di un fattore sotto il segno di radice 

1)   Se il fattore è positivo si ha:    

a n b  = n b a na  = n na b . 

Es 1.     2 3 7  = 3 3 7.2 .       

     Es 2.      5 6  = 6.52 . 

 

2)  Se l’indice del radicale è dispari e il fattore negativo si ha:     

x . 12 k a  = 12 12 a  k kx   con  0Nk  . 

Es.   – 2 3 5  = – 3 3 5.2  =  3 3 5.2  = 3 5.8   = 33 4040  . 

3)  Se l’indice è pari e il  fattore negativo si ha:   x a  = – ax
2

. 

Es 1.    – 2 3  = – 3.22  = – 12 . 

Es 2.      (3 – x) a  = 














3  xse  3

3     x se             0

3  xse  )3(

2

2

ax

x

       

3 – x 0     

x 3

 

In generale si ha:   x k a2  = 









0 x se   x-

0 x se   
2k 2

2 2

a

ax
k

k k

 

Trasporto di un fattore fuori il segno di radice  

   Dato il radicale  n ma  con m n , dividendo m con n  si ottiene quoto q e resto r.  

Essendo  m = n . q + r  si ha: 

n rqn rn nqn rqnn m aaaaaa   ..   . 
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Es 1.     3 29x  = 3 29  xx .                

29 3
2 9  

Es 2.     .525 2  5.)2( 2   

Somma algebrica di radicali simili 

Sono simili i radicali che hanno lo stesso indice e lo stesso radicando.       

Es.     – 5 3    e  2
2

1
 non sono simili, mentre  – 5 2  e  7 2  sono simili. 

Regola: la somma di più radicali simili è un radicale simile ai radicali dati che ha per coefficiente la     

             somma dei coefficienti. 

Es 1.     2 3  – 7 3  = – 5 3 . 

Es 2.    2
2

1
 – 2

4

3
 – 2  = ( 2)1

4

3

2

1
 = ( 2)

4

432 
 = – 2

4

5
. 

Es 3.    2 3  – 8
3

1
– 27

3

1
 – 50  = 2 3 – 32

3

1
– 33

3

1
– 2.52

 =  

            = 2 3 – 22.
3

1
– 33.

3

1
– 5 2  = (2 – 1) 3  + (– 2)5

3

2
 = 2

3

17
3  . 

Elevamento a potenza 

Si dimostra che: 

 p
n ma  =  n pma . 

Es 1.    35  = 35  = 5 5 . 

Es 2.   (2 2)23   = (2 22 )2()2)(32(2)3  = 4.3 – 4 6 + 2   = 14 –  4 6 =  

           = 2 (7 – 2 )6 . 

Radice di radice 

Si dimostra che:   

 mn a n m a . 

Es 1.   63 55  . 

Es 2.  532  = 53.22

 = 5.3.2 24  = 8 5.9.16 =  …………….. 
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4.3. Razionalizzazione del denominatore (numeratore) di una  frazione 

Siano A e B due espressioni irrazionali. Se A . B  =  numero razionale, si dice che B è fattore 

razionalizzante di A e viceversa. 

1)    Il fattore razionalizzante di  a b  è b ; infatti  a b b    a b. 

2)    Il fattore razionalizzante di  (a b + c d )  è  (a b – c d );  

        infatti  ( a b + c d ) (a b – c d )   (a b )2 – (c d )2   a2 b – c2 d. 

Es.   Il F.R.  di  ( 2 )12(2   è   )1 2  . 

3)     Il fattore razionalizzante di  n ma   è   n mna  .  

Es.   Il F.R. di 5 2x   è    5 3x . 

   Per razionalizzare il denominatore (numeratore) di una frazione basta moltiplicare il numeratore 

e il denominatore per il F.R. del denominatore (numeratore). 

   Razionalizzare il denominatore delle seguenti frazioni  

Es 1.    
37

25
    

337

325


21

65
 

3.7

65
 . 

Es 2.  



352

15
 




)352)(352(

)352)(15(
    22

352

3525310




   




95.4

57
 

11

57  .        

 Es 3.    .
x

x 

x

 x 

 

 3 2
3 2

3 3

3 2

3 23

3 2

3
x

xx

xx

xx

x

x
  

 Es 4.  Razionalizzare il numeratore della frazione 
1

5



x

x . 

          )5)(1(

)5)(5(

1

5

xx

xx

x

x








   
)5)(1(

)(5 22

xx

x




 
)5)(1(

25

xx

x


 . 

Nota.  L’utilità di razionalizzare il numeratore di una frazione si può presentare  nel calcolo del 

limite    della forma indeterminata  + .   

Es .  (lim
x

) 
3

xx 


x
lim

)( 3

))((

xx

xxxx





x

lim
)( 3

)( 22

xx

xx




  = 
x

lim 




)1(  3

)1(

x

x
x

xx
    

        =
x

lim

)
1

1( 3

1

x

x




   +   ( con x > 0 ).                  
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4.4. Radicali doppi 

Sono del tipo BA . Se A2 – B   C2 il radicale doppio si può trasformare nella somma di  

due radicali semplici con la seguente formula:  

 

BA    
22

CACA 



 

Es 1.   7510     





2

510

2

510
 

2

5

2

15
 .  

          La trasformazione è stata possibile perchè  A2 – B   102 – 75   25   52 .  

Es 2.  12  aa  = 
2

)1(

2

)1( 


 aaaa
 = 

2

1

2

12


a
.  

         La trasformazione è stata possibile perchè   A2 – B = a2 – ( 2 a – 1) = (a – 1)2. 

 

Nota sulla risoluzione delle disequazioni con coefficienti irrazionali 

Risolviamo la disequazione 2 3 x – 6 > 7x ; la procedura  ( – 7 + 2 6)3 x    x > 
327

6

  

 è errata  perché il coefficiente della  x  è negativo.  

La procedura corretta,invece, è  2 3 x – 6 > 7x   (– 7 + 2 6)3 x ; cambiando ambo i membri 

di segno ed il verso si ottiene  (7 – 2 )3 x < – 6x < 
327

6




. 

4.5. Potenze con esponente frazionario 

Si dimostra che:   

n

m

a   n ma  e   viceversa   n ma    n

m

a . 

Es 1.      2

3

2    32 .                     Es 2.       2,02    10

2

2   5

1

2    5 2 . 

Es 3.     
3 2

1

x
 

3

2

1

x

  3

2


x .          Es 4.      n mxf )(    f(x) n

m

. 
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4.6. Cenni sui numeri complessi 

Abbiamo visto che l’operazione di estrazione di radice con indice pari è possibile nei reali se il 

radicando non è negativo. Per rendere possibile tale operazione, anche con radicando negativo, 

sono stati introdotti i numeri immaginari. 

 I numeri immaginari sono del tipo   bi, con i2 = – 1 e b R . 

Es.   i 2 44 2  i ( i  dicesi unità immaginaria). 

I numeri complessi sono del tipo (a bi) con a e b reali relativi ed i l’unità immaginaria.  

 I numeri complessi  (a + b ì) e (a – b i) si dicono  coniugati. 

Se a = 0 il numero diventa  bi  e si dice immaginario, mentre se b = 0 si hanno i numeri reali. 

Inoltre si ha:   i3 = i2 . i = – 1 . i = – i;    i4 = i2 . i2 = (–1) (–1) = +1;    i5 = i 4. i = i;  i6 = i4. i2 = –1;   

  i7 = i4. i3 = +1. (– i ) = – i  ecc.   

In generale di ha  i n  = 
















3 r     se  i-

 2 r     se   1-

1 r     se   i

0 r     se    1

essendo r il resto della divisione n : 4. (*) 

 

Operazioni sui numeri complessi 

  

 Addizione  

Es.  (5 – 7 i) + (3 + 10 i) = 8 + 3 i; ( a + bi) + (a –  bi) = 2a (reale). 

  Sottrazione  

Es.   (–3 + 4 i) – (5 – 
2

3
 i) = – 3 + 4 i – 5 + 

2

3
 i = – 8 + 






 

2
3

4 i =  –  8 + 
2

11
i. 

  Moltiplicazione 

Es. (5 – 2i)  (–2 + 3 i) = –10 + 15 i + 4 i – 6 i2 = –10 + 19i – 6 (– 1) = – 4 + 19 i. 

Si ha:  (a + i b)  (a – i b) = a2 – (i b)2 = a2 – i2. b = a2 + b2 (reale). 

   Divisione 

 
dic

bia




= 
))((

))((

dicdic

dicbia




 = 
22 dc

BiA




 = 
22 dc

A


 +   

22 dc

B


 i . 

Es.  
i

i




5

24
= 

)5)(5(

)5)(24(

ii

ii




 =
26

210420  ii
= 


26

626 i
 1 – 

13

3
i .  
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Elevamento a potenza 

Es 1.   (3 – 4i)2 = 9 – 24 i + (– 4i)2 = 9 – 24 i + 16 i2 = 9 – 24 i +16  (–1) = – 7 – 24i.  

  Per calcolare  i n  basta applicare la (*). 

Es 2.   (2 – 3 i)3 = 23 + 3 . 22 (–3 i) + 3 . 2 ( – 3 i)2 + (–3 i)3 = 8 – 36 i + 54 i2 – 27 i3 =  

           = 8 – 36 i + 54 (–1) + 27 i  = 8 – 36 i – 54 + 27 i = – 46 – 9 i. 
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CAPITOLO 5 

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI DI 2° GRADO AD UNA INCOGNITA 

5.1. Introduzione 

La più generale equazione di secondo grado ad una incognita, ridotta in forma normale, è della 

forma: 

   ( I )             a x2 + b x + c = 0        con  a, b, e c numeri reali ed a 0 .
 

Il numero    è soluzione della ( I ) se    a 02  cb . 

a è il coefficiente del termine quadratico; 

b è il coefficiente del termine di primo grado (o lineare); 

c è il termine noto. 

5.2. Risoluzione delle equazioni di secondo grado incomplete 

1° caso 

Se  c = 0 e b  0 la ( I )  diventa  a x2 + b x  = 0  e si dice spuria o impura. 

Risoluzione:  a x2 + b x = 0   x (a x + b) = 0   x = 0   a x + b = 0. 

Pertanto le soluzioni sono:   x1 = 0  e  x2 = – 
a

b
. 

Es.   5 x2 – 7 x = 0   x (5 x – 7) = 0   x = 0   5 x – 7 = 0   5x = 7 x = 
5

7
.  

Quindi  l’insieme delle soluzioni è  S = 








5

7
  ; 0 .

          
 

2° caso 

Se  b = 0  e c  0  la ( I )  diventa  a x2 + c = 0  e si dice pura. 

Risoluzione:  a x2 + c = 0  a x2 = – c   x2 = – 
a

c
   x = 

a

c
 . 

 Le radici sono reali ed opposte se   – 
a

c
> 0  ovvero se a e c sono discordi. 

Es 1.  4 x2 – 25 = 0   4 x2 = 25  x2 = 
4

25
   x = 

2

5

4

25
 . 

Es 2.  9 x2 + 4 = 0; essendo a e c concordi l’equazione non ammette soluzioni reali. 

Risoluzione:  9 x2 = – 4   x = 
9

4
  = i

3

2
 ; essendo i = 1  (unità immaginaria). 
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Oppure:  9 x2 + 4 = 0   (3x)2– (2i)2 = 0   (3x+2i) (3x–2i)   3 x+ 2i = 0   

              3 x – 2 i = 0  x .
3

2
i  

3° caso 

Se  b  c  0 la ( I )  diventa  ax2 0   e si dice monomia. 

Risoluzione: a x2 0    x 2 = 0   x . x = 0   x1 = x2 = 0. 

Es.   7 x2 = 0   x2 = 0   x . x  =  0  x = 0 (soluzione doppia). 

5.3. Risoluzione dell’equazione completa 

a x2 + b x + c = 0       con a 0  

Moltiplicando ambo i membri per 4a  e  sommando +b2   e   – b2  si ha:  

4 ax2 + 4abx + 4ac + b2 – b2 = 0   (2a x + b)2 = b2 – 4ac   2ax + b  = acb 42     

  2 a x = – b acb 42  .
2

4bb-
   x 

2

a

ac
    

Quindi le soluzioni dell’equazione  sono date dalla seguente formula risolutiva  

 

  
 

 

essendo  ca  4b 2   il discriminante dell’equazione. 

Esempi 

 1.   5 x2 – 4 x – 1 = 0. Essendo ca  4b 2  = (– 4)2 – 4. 5(–1) = 16 + 20 = 36,   applicando la 

formula risolutiva si ha:   

x = 
a

b

2


= 

10

364 
 = ;

10

64 
 x1 = 


10

64
 – 

5

1

10

2
 ; x2 = 1

10

64



. 

 

 2.    4 x2 – 4 x + 1 = 0. Essendo   = (– 4)2 – 4 . 4 .1 = 16 – 16 = 0  si ottiene  

            x1   x2   – 
a

b

2
– .

2

1

8

4



 

 3.    2 x2 + 3 x + 7 = 0. Essendo = 32 – 4 . 2 . 7 = 9 – 56 = – 47 si ha: 

            x = 
4

473 
=  

4

473 i
 (soluzioni complesse coniugate). 

Osservazioni 

1) Se 0  l’equazione ammette soluzioni reali e distinte. 

2) Se = 0   l’equazione ammette soluzioni reali coincidenti. 

 

a

b
x

2
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3) Se < 0   l’equazione ammette soluzioni complesse coniugate. 

Data l’equazione: a x2 + b x + c = 0   con a 0 ; se b = 2 k, si può applicare la seguente formula 

risolutiva ridotta:   x = 
a

b

42




  con  

4

. c a 
2

2







 b

 

Es.  5 x2 – 22 x +17 = 0. Essendo 

4

(–11)2 – 5.17 = 121 – 85 = 36  si ha: 

        x  
5

611

5

3611 


 x1 = 1
5

5

5

611



  e  x2 = 

5

17

5

611



. 

Risolvere le seguenti  equazioni  con coefficienti  irrazionali 

1.   x2 – ( x)23  – 2 3 = 0.  

Essendo   (– 2)23  – 4 (–2 3 ) = 3 + 4 – 4 3 + 8 3 = 7 + 4 3  e  347  = 

= 487  = 
2

17

2

17 



= 2 + 3  (A2 – B = 72 – 48 = 1).   

Pertanto si ha:   x = 
2

)32(23     x1 = 


2

3223
2

2

4



   e   

   x2  =  


2

3223
3

2

32
  . 

Nota.   (– 2)23  – 4 (–2 3 ) = 3 + 4 – 4 3 + 8 3 = 3 + 4 + 4 3  = ( 2)23    

             x = 


2

)23(23 2

 
2

)32(23 
 . 

2.   0223 2  xx    x ( 0)223 x    x1 = 0     0223 x    x2 = 
3

22
   

      = 
33

322
.

3

62
 

3. 2 +
2

22 x
= 

32

13 x
   2  + 

22

2)22( x
 = 

332

3)13( x
 2 + 

2

24 x
 =

6

33 x       

    6 2 + 12 – 3 x2 = 3x – 3  (3 x)32   = 3 + 6 2 + 12   x = 
323

12263




. 

Teorema  

Si dimostra che se ì    è soluzione di un’equazione algebrica, anche ì    è soluzione.  

    Essendo il numero delle soluzioni complesse di un’equazione algebrica pari, ne consegue che 

ogni equazione algebrica di grado dispari ammette almeno una radice reale.  

Es.   x2 – 2 x + 6 = 0. Essendo  ha si  561
4




  x = .5151 ì   
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5.4. Relazione tra le radici ed i coefficienti di un’equazione di secondo grado 

Abbiamo visto che le radici dell’equazione   a x2 + b x + c = 0   sono : 

x1 = 
a

b

2


    e    x2 = 

a

b

2


  essendo acb 42  . 

Somma delle radici 

S = x1 + x2 = 
a

b

2


+ 

a

b

2


= 

a

bb

2


= 

a

b

2

2
= – 

a

b
. 

Prodotto delle radici 

P = x1 . x2 = (
a

b

2


).( 

a

b

2


) = 

2

2

4a

b 
=  

2

22

4

4

a

acbb 
= 

a

c
.  

Pertanto si ha:   S = x1 + x2  = – 
a

b
  e   P = x1 . x2 = .

a

c
 

Osservazione 

Dividendo ambo i membri dell’equazione  a x2 + b x + c = 0  per  a 0  si ottiene:  

x2 + x
a

b
+ 

a

c
= 0      x

2 – S x + P = 0      ( II ) 

Applicazioni 

Es 1.  Data l’equazione 4 x2 – 7x – 3 = 0  trovare la somma e il prodotto delle radici. 

Si ha:  S = x1 + x2 = – 
a

b
 = 

4

7
  e   P = x1 . x2 = 

a

c
= – 

4

3
.  

Es 2.  Dell’equazione   7 x2 – 3 x – 4 = 0    è nota la radice  x1 = – 
7

4
, trovare  x2. 

Essendo  x1 + x2 = 
7

3
   – 

7

4
+ x2 = 

7

3
   x2 = 

7

4
+

7

3

 
= 1. 

Es 3.  Trovare l’equazione di secondo grado le cui radici sono  – 7  e + 3. 

Essendo  S = – 7 + 3 = – 4  e  P = ( – 7) (+3) = – 21,applicando la ( II ) si ha l’equazione   

  x2 + 4 x – 21 = 0. 

Es 4.  Trovare due numeri la cui somma  è   – 1  ed il loro prodotto è  – 72.  

  I due numeri richiesti sono le radici dell’equazione  x2 + x – 72 = 0 . 

Es 5.  Risolvere l’equazione x2 + x – 42 = 0  senza usare la formula risolutiva. 

Essendo  S = x1 + x2 = – 1 e P = x1 . x2 = – 42, le soluzioni sono i numeri  – 7 e + 6. 
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5.5. Scomposizione di un trinomio di secondo grado 

Dato il trinomio   a x2 + b x + c   con a 0 ; se   0  raccogliendo a si ha : 

a x2 + b x + c = a ( x2 + x
a

b
+ 

a

c

 
) = a [ x2 – ( x1 + x2 ) x + x1 . x2 ] =  

= a [ x ( x – x1) – x2 ( x – x1)]  = a ( x – x1 ) ( x – x2 )     essendo x1 e x2  gli zeri del trinomio. 

Otteniamo quindi 

   

 a x2 + b x + c  = a ( x – x1 ) ( x – x2 ) (III) 

   
   

Es 1.   Scomporre il trinomio     2 x2
 – 3 x + 1.  

           Essendo gli zeri del trinomio  i  numeri   
2

1
  e  1  applicando la (III) si ottiene:

 

           2 x2
 – 3 x + 1 = 2 (x – 

2

1
) (x – 1) = 2 (

2

12 x
) (x – 1) = (2x – 1) (x – 1). 

Es 2.   Scomporre il trinomio   9 x2 – 6 x + 1. Essendo gli zeri  x1 = x2 = 
3

1
  si ottiene:  

           9 x2 – 6 x + 1 = 9 (x – 
3

1
) (x – 

3

1
) = 9 (

3

13 x
) (

3

13 x
) =  213 x .  

Nota.  Se  = 0   x1 = x2 = –  
a

b

2
 e quindi si ha: a x2 + b x + c = a (x +

a

b

2
)2. 

5.6. Regola di Cartesio    

La regola di Cartesio permette di stabilire il segno delle radici reali ( 0 ) di un’equazione di 

secondo grado senza risolverla. 

 Si chiama variazione la sequenza di due segni discordi, permanenza la sequenza di due segni 

concordi.  

In simboli:  v significa variazione e p significa permanenza. 

Regola  

L’equazione  a x2 + b x + c = 0  con 0  ammette per ogni variazione dei coefficienti a; b; c  

una  radice  positiva  e  per ogni permanenza una radice negativa. 

           

a b c P = c / a S = -b / a x1 x2

x1 x2>

x1 x2<

+

+

+

+

+ +

+

+

+ + +

+

+

+

+

+-

-
-
-

- -

-
-

-

- -
-

 

Applicazioni 

Stabilire il segno delle radici  delle seguenti equazioni (con 0 ) : 

 1.     l’equazione  2 x2
 –  3 x – 1 = 0  presenta 1 v e 1 p, pertanto le radici sono  discordi; 
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 2.     l’equazione  3 x2 + 24 x + 2 = 0  presenta 2 p, pertanto le due radici sono negative; 

 3.     l’equazione  4 x2 – 25 x + 2 = 0  presenta  2 v, pertanto le due radici sono   positive; 

 4.     l’equazione  4x2 + 4x + 1 = 0  presenta   2p  e  0 , quindi le radici sono coincidenti  

negative; 
 5.     l’equazione  25 x2 – 10x + 1 = 0  presenta  2 v  e 0 , quindi  x1= x2 > 0 . 

5.7. Risoluzione di particolari equazioni di secondo grado 

Equazioni del tipo  [A(x)]2 =   con A(x) di primo grado e R .   

Si hanno i seguenti casi: 

1. se  > 0  si ha  A(x) =  ; 

2. se  = 0  si ha  [  A(x)]2 = 0; A(x) = 0  presa due volte; 

3. se  < 0  l’equazione non ammette soluzioni reali. 

Es 1.  (2x – 1)2 = 9   2 x – 1 = 9   2 x – 1 =  3   2 x = 1 3    x1 = – 1  e  x2 = 2. 

Es 2.  ( x – 4)2 = 0 x – 4  = 0   x = 4  (soluzione doppia). 

Es 3.  ( 2x + 3)2 = –  5   non ammette soluzioni reali.  

Nota.  L’equazione [A(x)]2 = [B(x)]2  è  equivalente alle due equazioni  A(x) =  B(x).   

Es.    (x – 3)2 = (5 x + 1)2;  x – 3 =  (5 x + 1); da  x – 3 = 5 x + 1    x = – 1  e  da  x – 3 = 

          = – (5 x+ 1)  x – 3 = – 5 x –1   6 x = 2   x = 
3

1
. 

5.8. Disequazioni di 2° grado ad una incognita  

Premessa 

La funzione  f (x) = a x2 + b x + c   con a   0  rappresenta nel piano cartesiano una parabola 

con asse parallelo all’asse delle ordinate, con la concavità verso “l’alto” se  a > 0 e con la 

concavità  verso il “basso” se  a < 0. 

La più generale disequazione di 2° grado ad una incognita è del tipo: 

a x2 + b x + c   0     con a   0. 

Nota 

  Se a  è negativo conviene cambiare il segno di tutti i termini e il verso della  disuguaglianza. 

1° caso 

    Se   > 0 e a > 0  la parabola taglia l’asse x in due punti distinti di ascisse  x1 e x2. 

+

0

x 1

y

+

-

x 2
x

 Dall’esame del  grafico si deduce che:  

1.    a x2 + b x + c > 0    è  verificata per   x < x1   x > x2 ; 
xx 2x1
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2.     a x2 + b x + c < 0    è  verificata per   x1 < x < x2. 

xx 2x1

 

Es 1.   2 x2 – 3 x +1 > 0. Essendo   = 9 – 8 = 1, si ha : x = 
4

13
; x1 = 

2

1
; x2 = 1. 

2 1x
1

 

Pertanto la disequazione data è verificata per   x < 
2

1
    x > 1. 

Es 2.      2 x2 – 3 x + 1 < 0    è verificata per 
2

1
 < x < 1 . 

2 1x
1

 

Es 3.    – 5 x2 + 7 x 0   5 x2 – 7 x 0 .  Risolviamo l’equazione associata :  

              5 x2 – 7 x = 0   x ( 5 x – 7 ) = 0   x1 = 0  e  x2 = 
5

7
.  

Pertanto la disequazione è verificata per   0  x
5

7
 .        

0
5x
7

 

Attenzione a non commettere l’errore di risolvere la disequazione x2 – 4 > 0 nel seguente modo:  

x2 – 4  > 0   x2 > 4   x > 4    x > 2  (errato !).  

Procedura corretta: risolviamo l’equazione  x2 – 4  = 0   x = 4  2 .  

Quindi la disequazione  x2 – 4 > 0   è  verificata per   x < – 2   x > 2. 

Es 4.  4 x2 – 1 > 0. L’equazione associata è  4 x2 – 1 = 0   x = 
2

1

4

1
 .   

Pertanto la disequazione  è  verificata per   x <  – 
2

1
   x  > 

2

1
. 

x 2
1

- 
2
1

 

2° caso 

 Se  = 0  e  a > 0  il trinomio ammette zeri reali coincidenti:  x1 = x2 = – 
a

b

2
.  

In tal caso la parabola ha il vertice sull’asse delle ascisse.  

2x1xo

y

xV

=

      

 Dall’esame del grafico si deduce che: 
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     1.    a x2 + b x + c > 0   è verificata per x 
a

b

2
  e quindi

  
S = R - 









a

b

2
;  

                         
2a
b

-

x

             

     2.    a x2 + b x + c < 0     è impossibile e quindi S = .                            

 

Es 1.       x2 –  4 x + 4 > 0   (x – 2)2 > 0    x – 2  0    x 2         

2

 

Es 2.   x2 –  2 x + 1 < 0  è  impossibile; mentre x2 – 2 x+10  è verificata solo per x = 1. 

 

3° caso 

  Se < 0  e  a > 0  il trinomio non ammette zeri reali. Pertanto la parabola è tutta nel semipiano 

delle ordinate positive. 

0

y

x

 

Dall’esame del grafico si deduce che:  

1.     a x2 + b x + c > 0     è sempre verificata e quindi  S = R;     

 

     2.     a x2 + b x + c < 0    non ammette soluzioni  e quindi  S = . 

 

Es 1.    x2 + x + 4 > 0 .  Essendo  = 1 – 16 = – 15 < 0  si ha   S = R.                           

 

Es 2.    5 x2 + 1 < 0. Essendo < 0  gli zeri sono immaginari e quindi  S = .  

Es 3.    – 3 x2 + 4 x < 0   3 x2 – 4 x > 0. Essendo x1 = 0 e x2 = 
3

4
 si ha    

             S   .;
3
4

0; 
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5.9. Disequazioni fratte 

Disequazioni fratte  del tipo:  

0
)(

)(


xB

xA
; 0

)(

)(


xB

xA
; 0

)(

)(


xB

xA
;
 

0
)(

)(


xB

xA
. 

Es 1.   0
4

1
2

2




xx

x
;   C.E:  4x –  x2 ;4  00  xx   

             N = x2 – 1 > 0  per x < – 1   x >1;  D = 4 x – x2 > 0  per   0 < x < 4. 

N

D

x - 1 1

D
N

- 

0 4

-  -+ +
 

La frazione è positiva se N e D sono concordi e quindi la disequazione è verificata    per   

  –1< x < 0   1< x < 4. 

La disequazione    0 
4

1
2

2




xx

x
  è verificata  per  x < – 1   4.  x 10  x   

Nota.     
D

N

  
 non è definita nel punto indicato con il simbolo “ X ”. 

Es 2.     1 –  0
9

12
2

2





x

xx
  sommando si ha

 
0

9

102
2





x

x
; 

           C.E. :  x2 –  9 0 3  x . Studiamo il segno del N e del  D: 
 
 

N = – 2 x – 10 0    – 2 x 10   2 x 10   x 5 ; 

D = x2 – 9 > 0   per x < – 3   x < 3. 

N

D

x - 5 + 3

D
N



- 3

-  -+ +
 

 Dall’esame del grafico si deduce  che la disequazione è verificata per  x 5    – 3 < x < 3. 

Es 3.   0
9

96
2

2





x

xx
. Studiamo il segno del N e del  D: 

 
 

            N = x2 – 6 x + 9 0   (x – 3 )2 0  Rx  ; 

            D = x2 – 9 > 0   per  x < – 3   x < 3.    

N

D

x + 3

D
N



- 3

- 
+ +

 

Quindi la disequazione è verificata per    x < – 3   x > 3. 
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Es 4.   0
65

2510
2

2





xx

xx
; C.E. : x2 – 5x+ 6 3;  xe  20  x   

N = x2 – 10 x +25  = (x – 5)2 0  Rx ; D = x2 – 5 x + 6 > 0  per  x < 2   x < 3. 

N

D

x 2 5

D
N



3

-  + +
 

  Pertanto la disequazione è verificata per    2 < x < 3   x = 5.  

Es 5.   0
1

7
2


x  

 se    x2 – 1 > 0  e quindi è verificata per  x < – 1    x > 1.  

Es 6.    0
4

5
2





x  
 se   x2 – 4 < 0   – 2 < x < 2 . 

Osservazione  

 (x2 + 1) (x2 – 4 x + 3) < 0  se  x2 – 4 x + 3 < 0  perché il fattore (x2 + 1) è positivo .Rx  
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5.10.  Sistemi di disequazioni  ad una incognita di grado  non minore di due 

Sono del tipo 

A (x)

B (x)

...............

C (x)

0

0

0

...............

 

Osservazione 

Il numero  x =  R  è soluzione del sistema se verifica tutte le disequazioni che formano il 

sistema.  

Pertanto  il sistema è verificato negli intervalli dove le disequazioni sono contemporaneamente 

verificate (ovvero negli intervalli dove le linee sono tutte continue). 

Es 1.   












0

04

032

2

2

xx

x

x

  .      Risolviamo le tre disequazioni del  sistema: 

        1a .       2x – 3 > 0   per   x > 
2

3

 
 oppure S1 = ;;

2

3






                                                               

        2a .      x2 – 4 < 0    per   –2 < x < 2 oppure S2 =  2;2 ;                        

        3a .      x2 – x > 0    per   x < 0   x > 1 oppure S3 =    .;10;       

x

1
a

2
a

3
a

- 2
2

0 1
3

2

 

L’insieme delle soluzioni del sistema è  S = S1   S2 S3 = .2;
2

3








 

Es 2.     












07

04

032

2

2

xx

x

x

 .       Risolviamo le tre disequazioni del  sistema:                                      

       1a .     2x – 3 > 0     per   x > 
2

3
 oppure S1 = ;;

2

3






                                                                                                

       2a .     x2 – 4 < 0     per   – 2 < x < 2  oppure  S2 =  2;2 ;                        

       3a .     x2 – 7 x > 0   per   x < 0   x > 7 oppure S3 =    . ;70;       

1

x - 2 20
a

2a

3a

3

2 7
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Essendo   S = S1  S2 S3 =   il sistema è impossibile. 

Es 3.

       












07

0
3

2

2 xx
x

x

   

.   Risolviamo le due disequazioni del sistema:                                    

1a .     0
3

2





x

x
 per x < – 3   x > 2;   

2a .      x2 – 7 x < 0   per   0 < x < 7. 

 

1

x - 3 0
a

2a

72

 

 Dal suddetto grafico si deduce che il sistema è verificato per   2 < x < 7. 

Es 4.   







0325

012
2 xx

x
.  Risolviamo le due disequazioni del sistema:                                    

1a .      2x + 1 0   per x ;
2

1
  

2a .      5x2 + 2x – 3 0   per x  1   x .
5

3
  

x
- 1 1

2

3

5
1

a

2
a

 

Dal suddetto grafico si deduce che il sistema è verificato per    x .1  
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CAPITOLO 6 

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI PARTICOLARI 

6.1. Abbassamento di grado di un’equazione 

 Data l’equazione  P(x) = a xn + b xn-1+ .................. + c = 0   con a 0 . 

Se  è soluzione dell’equazione P(x) = 0, per il teorema del resto, il polinomio P(x) è divisibile per 

x –  e, se Q(x) è il quoto, l’equazione diventa (x –  ).Q(x) = 0.  Quindi per la legge di 

annullamento del prodotto si ha  x –  = 0   Q(x) = 0; quest’ultima equazione è di grado (n – 1). 

Osservazione 

 Le eventuali soluzioni razionali dell’equazione P(x) = 0 sono da ricercare tra le frazioni che 

hanno per numeratore un divisore di  “c “ e per denominatore un divisore di “a”. 

N.B.  Se a = 1 le eventuali soluzioni razionali sono numeri interi. 

Es 1.    Risolvere l’equazione  2 x3 – 9 x2 + 4 x + 3 = 0; a = 2  e  c = 3. 

 I divisori di c sono: 1 ; 3 . I divisori di a sono : 1 ; .2  

La ricerca delle radici deve essere fatta tra i numeri: 1 , 
2

1
,  3 e 

2

3
 . 

Ricerca: P(–1) = 2(–1)3 – 9 (–1)2 + 4 (–1 ) + 3  0 

P(1) = 2 (1)3 – 9 (1)2 + 4 (1) + 3 = 0, pertanto il polinomio è divisibile per (x – 1). 

Troviamo Q(x) con la regola di Ruffini: 

coeff.del 
div.ord.completo  2 -9 4 3  
  1   2 -7 -3  
         2 -7 -3 0 resto 

   
coeff. del 

quoto   
Q(x) = 2 x2 – 7x – 3. Pertanto si ha  2 x3– 9 x2 + 4 x + 3 = 0; (x – 1)(2 x2 – 7x – 3) = 0 e quindi 

l’equazione si spezza nelle due equazioni  x – 1 = 0  e  2 x2 – 7 x – 3 = 0. 

Es 2.     Risolvere l’equazione:   x4 + 3 x3 – 7x2 – 27x – 18 = 0.  

I divisori di 18 sono:  1 ; 2 ; 3 ;  6; 18  ;  9   . 

Essendo  P(– 1) = 0  e  P(–2) = 0  i numeri  – 1 e  – 2  sono soluzioni e pertanto il polinomio è 

divisibile per  (x + 1) e (x + 2).  

Applicando  due volte la regola di Ruffini si ha :  

  1 +3 -7 -27 -18  Div. per (x+1) 
 -1   -1 -2 +9 +18   

coeff. Q1  1 +2 -9 -18 0  Div. per (x+2) 
 -2   -2 0 +18    

coeff. Q2  1 0 -9 0    
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Q1(x) = x3 + 2 x2 – 9 x – 18 ;  Q2(x) = x2  –  9 .  

Quindi l’equazione data è equivalente all’equazione  (x + 1) (x + 2) (x2 – 9) = 0 che, per la legge di 

annullamento del prodotto, si spezza nelle tre equazioni:   

x + 1 = 0;  x + 2 = 0  e  x2  –  9 = 0  le cui soluzioni  sono  i numeri  – 1 ; – 2  e .3  

Osservazioni 

1.   Se la somma dei coefficienti del polinomio P(x) è zero, 1 è soluzione dell’equazione P(x) = 0. 

Es.  5 x3 –  7 x2 –  5 x + 7 = 0; essendo + 5 – 7–  5 + 7 = 0 ne segue che x = 1 è  soluzione. 

2.   Se la somma dei coefficienti dei termini di grado pari di P(x) è uguale alla somma dei    

      coefficienti dei termini di grado dispari   – 1  è soluzione.  

Es.  3 x4 – 15 x3 + 8 x – 10 = 0; essendo  3 – 10 = – 15 + 8  ne segue che  x = –  1 è soluzione. 

6.2. Equazioni binomie 

Sono della forma  0 bax n  con  a 0 . 

1° caso   

Se n è dispari l’equazione ammette una sola radice reale.  

Si ha   0 bax n    nax  = –  b   nx   = –  
a

b
 da cui si ha  x = n

a

b
 .                 

Es.    8 x 3 –  1 = 0  8 x 3  =  1   x3 = 
8

1
   x = 3

8

1
 = 

2

1

 
. 

            
 

Nota.  L’equazione binomia di grado dispari ammette sempre una sola radice reale e le altre 

complesse coniugate. 

Se si vogliono trovare anche le soluzioni non reali dell’equazione binomia 0  bax n  occorre 

fattorizzare il binomio bax n  . 

Es.  x3 – 27 = 0  (x –  3) (x2 + 3 x + 9) = 0 x –  3 = 0 3 x   x2 + 3x + 9 = 0 ed essendo  

       =   9 – 36 < 0  le altre due radici sono complesse coniugate.  

2° caso 

Se  n è pari l’equazione 0 bax n , con a e b  discordi, ammette  due soluzioni reali ed  opposte   

   x =  n

a

b
 . 

Es.    16 x4 – 1 = 0   x = 
2

1

16

1
4  . 

Se si vogliono anche le soluzioni non reali occorre scomporre il binomio 16 x4 – 1.  

L’equazione 25x4 + 9 = 0 ammette quattro radici immaginarie ottenute risolvendo l’equazione  

(5x2)2 – (3i)2 = 0. 
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6.3. Equazioni trinomie 

  Sono della forma   a P(x)2n + b P(x)n + c = 0   con a 0 e .1n   

Ponendo P(x)n = t  si ottieniamo l’equazione  a t2 + b t + c = 0  nell’incognita ausiliaria t. 

Sostituendo le radici t1 e t2  dell’equazione  a t2 + b t + c = 0  nella posizione fatta si ottengono le 

due equazioni:  

P(x)n = t1   e  P(x)n = t2 

Es.    (x2– 5)4 – 3 (x2– 5)2 + 2 = 0.  

Ponendo (x2– 5)2 = t  si ha  t2 – 3 t + 2 = 0 con  t1 = 1 e t 2 = 2 ; sostituendo t1 e t 2  nella posizione 

fatta  si ottengono le due equazioni: 

 (x2– 5)2 = 1 e (x2– 5)2 = 2, le cui soluzioni sono rispettivamente:   x2  – 5 =   1   x2 =   1 + 5   

  x =  51   e  x2 –  5 =   2    x2  = 5   2   x =  25 .  

6.4. Equazioni biquadratiche 

 Sono equazioni trinomie del tipo  a x4 + b x2 + c = 0   con a 0 .  

Ponendo x2 = t (*) si ottiene l’equazione   a t2 + b t + c = 0.  

Sostituendo le radici t1 e t2   nella (*) si ottengono le due equazioni:  

x2 = t1  e x2 = t2, dalle quali si hanno le radici x = 1t  e x = 2t . 

Es.  x4 – 5 x2 + 4 = 0 (*) ; ponendo x2 = t   x4 = t2; sostituendo nella (*)  si ha l’equazione  

 t2 –  5 t + 4 = 0, dalla quale si ottengono le radici  t1 = 1 e t2 = 4  e  quindi x2 = 1  e  x2 = 4.  

Pertanto le radici dell’equazione data sono  x = 1  e  x =  2. 

6.5. Risoluzione di particolari disequazioni di grado maggiore di due 

      Sono del tipo   [A(x)]n > 0; [A(x)]n < 0; con n  N n 2 .  

1° caso 

Se  n dispari  le suddette disequazioni sono equivalenti alle disequazioni:  

A(x) > 0;   A(x) < 0. 

Es 1.   (x – 1)3 > 0      è equivalente alla disequazione   x – 1 > 0. 

Es 2.   ( 2x – 3)5 < 0   è equivalente alla disequazione  2x –  3 < 0. 

Es 3.   x7 > 0   è equivalente alla disequazione  x > 0. 

2° caso  

Se n è pari  si hanno i seguenti casi: 

a)   [A(x) ]n > 0   è verificata se A(x) 0 ; 

b)   [A(x) ]n < 0   non ammette soluzioni e quindi  S =  .  
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Es 1.   (x – 3)4 > 0   x –  3 0   3 RS . 

Es 2.   x8 > 0 0 x  0 RS . 

Es 3.   (1 – x2)2 > 0   1 – x2 0  1 RS .  

Es 4.  x4 0   è verificata Rx .  

Es 5.  (1 + x + x2)2 > 0  se  1 + x + x2    0; essendo 0  la disequazione è verificata Rx . 

Es 6.   (2 x – 1 )2 < 0 ,    S =  . 

Es 7.   x4   0     è verificata per  x = 0. 

Es 8.   (x2 –  25 )4   0      è  verificata per   x = 5 . 

Disequazioni della forma  A(x) B(x) C(x)  0 con A(x); B(x) e C(x) polinomi 

di grado non maggiore di due 

Es 1.    Risolvere la disequazione    (2 x – 1) (x2 – 4) (5 x – x2) > 0. 

Troviamo per quali valori dell’incognita x i fattori sono positivi  e  applichiamo  la regola dei segni 

per trovare il segno del prodotto:   

F1 = 2 x –  1 > 0   x > 
2

1
 ;   

F2 = x2 – 4 > 0   x < –  2   x > 2 ; 

F3 = 5 x – x2 > 0   x2 –  5 x < 0   0 < x < 5. 

0 51
2

2- 2

F1

F2

F3

P
- + + --+

 

Dall’esame del suddetto grafico possiamo dedurre che la disequazione è verificata per    

  x < –  2        0 < x < 
2

1
    2 < x < 5. 

Es 2.  Risolvere la disequazione   (x2 –  2) (x2 – 7 x) 0 .                     

F1 = x2 –  2 0    x 2    x 2  ;       

F2 = x2 – 7 x 0    x 0    x 7 . 

0 2 2 7+-

F1

F2

x

P
- + -+ +

 

 La disequazione è verificata per   – 2 0 x     2  .7 x  

Nota 

 Nei punti indicati con il simbolo “  “ si annullano i fattori e quindi si annulla   il prodotto. 
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Es 3.   x3 – 5 x2 + 4 x   0   x (x2 –  5 x + 4)   0.  

           F1 = x   0;  F2 = x2 –  5 x + 4   0   x   1   x   4. 

0 1 4
1

F2

x
F

P
- + - +

 

La disequazione  è verificata per    0   x 1   x   4. 

Es 4.  Risolvere la disequazione    2 x4 –  7 x2 + 5   0. 

Essendo  1 e 
2

5
 le radici dell’equazione  2(x2)2 – 7(x2)+ 5 = 0 (incognita x2) si ha: 

2(x2)2 – 7(x2)+ 5   0   2 (x2 – 1) (x2 – 
2

5
)   0  (x2 –  1) (2 x2 –  5)   0. 

F1 = x2 – 1   0;   x   – 1  x  1; F2 = 2 x2 – 5   0   x  – 
2

5
  x   

2

5
. 

+

F2

1F

x - - 1 + 1
5
2

+ 5
2

P
- + - +

 

La disequazione è  verificata per  x   –  
2

5
   – 1   x   1   x 

2

5
. 

 

Disequazioni del tipo  a xn + b  0 

1° caso 

Se n è dispari ed a > 0,  nax + b  0  è verificata per   x  n

a

b
 . 

N.B.  Se a < 0 si cambia tutto di segno e si cambia il verso della disuguaglianza. 

Es 1.   27 x3 – 8 < 0   27 x3 < 8   x3 <
27

8
    x < 3

27

8
   

3

2
x . 

Es 2.   – x3 – 64 < 0   x3 +  64 > 0   x3  > – 64   x > 3 64   x > –  4. 

Es 3.   x5 + 32 < 0   x5 < –  32   x < 5 32    x < – 2.         

2° caso 

Se  n è pari si hanno i seguenti casi :  

 bax n   > 0   con a e b positivi è verificata  x R ; 

 bax n   < 0   con a e b negativi è verificata  x R ; 

 nax + b  0    se a e b sono discordi si fattorizza il binomio. 
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Es 1.    034 4 x     è verificata  x R . 

Es 2.    –  3 6x  –  7 < 0   è verificata  x R . 

Es 3.    0254 4 x    (2x2)2 – 52 > 0  (2x2 + 5) (2x2 – 5) > 0 . . . . . . . . . 

                       Disequazioni del tipo   
   
   .......

......

21

21

xDxD

xNxN
   0 

Si risolvono studiando il segno di tutti i fattori presenti al numeratore e al denominatore .  

Es.    0
16

)3)(1(
24

2





xx

xx
   0

)16(

)3)(1(
22

2





xx

xx
. 

La condizione di esistenza della frazione è  x2(x2 – 16) .4 00  xx   

N1 = x2 – 1 > 0  per  x <  –  1   x > 1;  N2 = x + 3 > 0  per x > – 3; 

D1 = x2 > 0 per 0x ; D2 = x2 –  16 > 0   per  x < –  4   x > 4.                                

x - 1 10- 3- 4  4

1N

N2

1D

D2

N
D

+- - + + +-
+ + +

 

Le soluzioni sono gli intervalli:  –  4 < x < – 3   – 1 < x < 0   0 < x < 1   x > 4.     

Dall’esame del grafico si deduce che la disequazione 0
16

)3)(1(
24

2





xx

xx
 è verificata   /Rx   

    –  4 < x   – 3    – 1  x < 0     0 < x 1    x > 4.   

6.6. Equazioni irrazionali 

Le più semplici sono del tipo  )()( xBxAn  ; con n .2 nN      ( I ) 

1° caso 

Se n è dispari la ( I ) è equivalente in R all’equazione razionale A(x) = [B (x)]n ottenuta dalla ( I ) 

elevando ambo i membri ad n. 

Es 1.   3 1x  –  3 = 0  3 1x = 3   [ 3 1x ]3  = 33   x – 1 = 27   x = 28. 

Es 2.   3 3 8x  + 2 – x = 0   
3 3 8x  = x – 2  [ 3 3 8x  ]3  =  (x – 2)3    x3 – 8 =  

      = x3 – 6x2 +12x – 8   6 x2 – 12 x = 0   x2 –  2 x = 0    x (x –  2) = 0   x1 = 0  e  x2 = 2.                 

2° caso 

Se n è pari l’equazione n xA )( = B(x) è equivalente in R al sistema:  
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 B(x)  )(

0)(

0)(

n











xA

xB

xA

 

Es 1.   1 + 1319 x  = 3x   1319 x  = 3x – 1 (II)  

C.A. : 






013

01319

x

x
   













3

1
19

13

x

x
  

 13
193

1

1
a

2
a

x

 

 Quindi la C.A.   è   x 
19

13
.
 

Elevando ambo i membri della (II) al quadrato si ha: 19x – 13 = (3x– 1)219 x -13 = 9 x2 -6 x + 1 

  9 x2 –  25 x + 14 = 0; = 625 – 504 = 121 x = 
18

1125
 da cui  x1 =  

9

7
> 

19

13
  è accettabile e  

x2 = 2 > 
19

13

 
 è accettabile. 

 

Nota.  La condizione di realtà del radicale, A(x) 0 , non è necessaria perché   

B(x) 0  implica  A(x) 0 . 

Pertanto l’equazione n xA )( = B (x)  è equivalente in R al sistema  

                                          






nxBxA

xB

)()(

0)(

.
 

Es 2.       242  xx  







 2)2(42

02

xx

x









4442

2
2 xxx

x









02

2
2 xx

x


    

              x1 = 0   non è accettabile  e  x2 = 2  è accettabile. 

Es 3.   042  xx ;   CE:  x2 + x4 0   x2 (1 + x2) 0  Rx S= .0
 

Es 4.  2x  + 42 x  = 0; CE: 







04

02
2x

x
  x 2 ; l’equazione è verificata  se i radicandi    

            sono contemporaneamente nulli. Pertanto la soluzione è  x = 2. 
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6.7. Disequazioni irrazionali 

Disequazioni della forma  n xA )(  B (x), con n .2 nN    (* *)  

1° caso  

Se n è dispari le (* *) sono equivalenti in R alle disequazioni razionali A(x)  [B (x)]n  ottenute 

elevando ambo i membri ad n. 

Risolvere le seguenti disequazioni.  

Es 1.    02123 x   333 2)12( x   2 x – 1 > 8 92  x x > 
2

9
.                             

 Es 2.     2 5 1 x  – 1 < 0   2 5 1 x < 1     55
5 112  x 32 (1–  x) < 1      

              32 – 32 x < 1   31< 32x x > 
32

31
. 

Es 3.   3 1x   9 2 1x ; elevando ambo i membri alla nona si ha: (x – 1)3   x2– 1   

             (x–1)3 – (x+1)(x–1)   0  (x–1) [(x – 1)2 – (x+1)]   0  (x–1) (x2 – 3 x)   0;  

           F1 = x – 1   0   x   1;  F2 = x2 – 3 x   0   x   0   x   3. 

0 1 3

F    2

1F    
x

P  
- + - +  

La disequazione è verificata per  0   x   1   x   3 oppure S = [0; 1] [3;+  ). 

2° caso 

Se  n pari si hanno i seguenti casi:   

a)   n xA )( > B (x) questa è equivalente ai due sistemi:  

1°  
    







0)(

0)(

xA

xB
;      2°   








nxBxA

xB

)]([)(

0)(

.
 

b)  n xA )( < B (x) questa disequazione è equivalente al sistema 












nxBxA

xB

xA

)]([)(

0)(

0)(

.

 

Risolvere le seguenti disequazioni:  

 Es 1.     325 2  xx > 2x + 1; questa disequazione è equivalente ai due sistemi:  

   1°    







0325

012
2 xx

x
 ;          2°    








22 )12(325

012

xxx

x

.
 

Risolviamo  le disequazioni del   1° sistema: 

 1a.     2x + 1 < 0  per   x < – 
2

1
; 
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 2a.     5 x2 + 2 x –  3 0   per   x 1    x 
5

3
 . 

x
- 1

1

2

3

5

1
a

2
a

    

Pertanto il  1° sistema è verificato per  x   – 1 oppure  S1  = (–  ; – 1]. 

Risolviamo le disequazioni del  2° sistema: 

 1a.    2x 1   per   x 
2

1
 ;   

 2a.   5x2 + 2 x – 3 > 4 x2 + 4 x + 1  x2 – 2 x – 4 > 0   x < 1 – 5   x > 1 + 5     

        (essendo 51x   gli zeri del trinomio x2 – 2 x – 4). 

 5-x 1
1

2
 51 +

1
a

2
a

 

Il  2° sistema è verificato per  x> 1+ 5  oppure  S2 = (1 + 5 ; +  ). 

La soluzione della disequazione è   S = S1   S2 = (–  ; – 1]   (1 + 5 ; +  ). 

Es 2.  xxx  21072   21072  xxx .  

Questa disequazione è equivalente al sistema     













22

2

)2(107

02

0107

xxx

x

xx

.

 

Risolviamo le tre disequazioni del sistema:  

1a.    x2 –  7 x +10 0     per   x 2    x 5 ; 

2a.   x –  2 > 0    per   x > 2 ; 

3a.  x2 – 7 x+10 < x2 –  4 x + 4   – 7 x + 4 x < 4 – 10   – 3 x < –  6   x > 2. 
x

1
a

2
a

3
a

2 5

 

La disequazione è verificata per  x 5  oppure S = [5 ; +  ). 

Es 3.  3242 x 







04

124
2

2

x

x
   

. 04

016
2

2








x

x

 

Risolviamo le due disequazioni del sistema:  

1a)    x2 – 16 < 0    –  4 < x < 4; 

2a)    x2 – 4 0   x 2    x 2 . 

1

x - 2
a

2a

+ 2 + 4- 4
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Pertanto la soluzione della disequazione  è  S = (–  4; – 2]  [+ 2; + 4).    

 Disequazioni del tipo  )(xA   b  con  b 0R . Si presentano i seguenti casi: 

1)  se  b <  0  la disequazione  )(xA <  b  non ammette soluzioni;  

2)  se b > 0  la disequazione )(xA < b  è verificata  se ;)(0 2bxA   

3)  se  b <  0  la disequazione  )(xA > b  è verificata  se  A(x) 0 ; 

4)  se b > 0  la disequazione )(xA > b è equivalente alla disequazione A(x) > b2. 

Applicazione allo studio delle funzioni irrazionali 

Es. Trovare l’insieme di positività (IP) della funzione  f(x) = 42 x  + x –  2. 

La funzione esiste se 042 x . Pertanto si ha  che  IE = (– ]2; );2[   e 

f(x) = 42 x  + x –  2 > 0  42 x  > 2 – x   con  x   IE ……………… 

6.8. Equazioni con valori assoluti 

Def.   x = 












0  x sex  -

0     x se   0

0   x se   x

 .    In generale si ha 













0 A(x)  se    A(x)-

0  A(x) se  0

0A(x) se  )(

)(

xA

xA

.

 

Es 1.  522  xx . 

Studiamo il segno dell’espressione in valore assoluto; .202  xx   

x –  2   0     
x2

 

Per  x < 2  si  ha: – x + 2 –  2 x = 5  – 3 x = 3   x = – 1 < 2  e quindi è accettabile. 

Per x 2  si ha: x –  2 –  2 x = 5, da cui  x = – 7 < 2  e quindi non è accettabile. 

Es 2.  314 2  xx .  

Studiamo il segno delle espressioni in valore assoluto: 

1)     04 2  x   per  – 2 ;2 x  

2)      x –1 0    per  x .1  

4 - x   

x - 2 1 + 2
2 >  0

x - 1 >  0  

L‘equazione è equivalente ai seguenti sistemi misti : 

1°)    




3)1(4

2
2 


xx

x

 
     2°)    








3)1(4

12
2 xx

x
 

3°)    







3)1(4

21
2 xx

x
                  4°)    








3)1(4

2
2 xx

x
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     Se  S1; S2; S3 ed S4  sono le soluzioni dei suddetti sistemi, la soluzione dell’equazione  è   

S = S1  S2  S 3  S4. 

Casi particolari   

1°.      0)(  xA   mai verificata.  

2°.      0)( xA  è verificata se A(x ) = 0.   

  Es 1.    5- 42 2  xx  mai verificata. 

  Es 2.    072  xx  se  x2 – 7 x = 0  x = 0  e  x = 7.  

3°.      0)()(  xBxA   è impossibile.  

4°.      0)()(  xBxA   è equivalente al sistema 







0)(

0)(

xB

xA
 . 

        Es 3.   011 2  xx , S = 1 . 

6.9. Disequazioni con valori assoluti 

Disequazioni del tipo  )(xA    R .                                

1° caso  

Se  = 0  si hanno i seguenti sottocasi: 

 )(xA < 0  non ammette soluzioni; 

 )(xA > 0  è verificata  xR | A(x) 0 . 

Es 1. 
  

05 x  non ammette soluzioni. 

Es 2.   032 x  è verificata  xR | 32 x 0   x   
2

3
.  

Nota. 0)( xA   è verificata   x R.  

2° caso  

Se   < 0  si hanno i seguenti sottocasi: 

 )(xA  <    non ammette soluzioni; 

 )(xA  >    è verificata   x R.  

Es 1.   1x < – 3  non ammette soluzioni.  

Es 2.   4x  > – 5  è verificata   x R. 

3° caso  

Se  > 0   si hanno i seguenti  sottocasi: 
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 )(xA <     se    –  < A(x) <     










)(

)(

xA

xA

;
 

 )(xA >   se   )(xA  < –      )(xA  > . 

Es 1.  3x  < 4  – 4 < x – 3 < 4; 






43

34

x

x
 







7

1

x

x
   – 1< x < 7. 

Es 2.   12 x > 3    2 x – 1 < – 3   2 x – 1 > 3   x < – 1   x > 2.  

x
- 1

1
a

2
a

4

 S = (– 1 ; 4) . 

Es 3.   13 x  > 3   3 x –  1 < –  3   3 x –  1 > 3   x < –  
3

2
   x > 

3

4
.  

Disequazioni che presentano più valori assoluti 

Es . 1x  –  32 x  > 5.  

Studiamo il segno delle espressioni in valore assoluto:  

1a.    x – 1 0     x ;1  

2a.    2x + 3 0   .
2

3
x  

x
- 

x - 1 > 0

2 x + 3 > 0

1
2

3

 

La disequazione è equivalente ai seguenti sistemi: 

1)     










5)32(1
2

3

xx

x
   











1
2

3

x

x
     

x + 1

1
a

2
a

- 3
2

 

S1 =  

2)     










5)32(1

1
2

3

xx

x
   













3

7

1
2

3

x

x
  

  



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI PARTICOLARI 

 
 

60

- x + 1

1
a

2
a

7
3

- 3
2

 

S2 =  

3) 







5)32(1

1

xx

x
   








9 

1

x

x
         

x + 1

1
a

2
a

- 9

 

S3 =  

Essendo  S = S1   S2   S3  =    la disequazione non ammette soluzioni. 
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CAPITOLO 7 

GEOMETRIA ANALITICA 

7.1. Il piano cartesiano 

Siano x e y due rette perpendicolari  graduate con  ux  =  uy  (monometrico). 

Il piano contenente le rette graduate x e y si dice piano cartesiano e il punto O si dice origine degli 

assi cartesiani. 

0

y

x

1° Quadr.2° Quadr.

3° Quadr. 4° Quadr.

P  ( x ; y )

4-1-2-5

1

3

5

2

-2

-5

H

K

 

Ad ogni punto P del piano  cartesiano corrisponde una coppia ordinata (x; y) di numeri reali e 

viceversa.L’ascissa x del punto P è la misura del segmento OH e l’ordinata y di P è la misura del 

segmento OK ; si scrive P(x; y), che si legge: il punto P di coordinate x e y.  

Dall’osservazione del suddetto grafico  si deduce che: 

OH = Px  = 4  e  OK = Py  = 3  e  pertanto  P(4;3). 

Le rette  x e y si dicono rispettivamente asse delle ascisse e asse delle ordinate. 

I quattro angoli retti individuati dalle rette x e y si dicono quadranti. 

Si possono presentare i seguenti casi: 

  1)   se  P  1°  quadrante le sue coordinate sono entrambe positive e viceversa;          

  2)   se  P  2  quadrante l’ascissa xP < 0 e l’ordinata yP > 0 e viceversa; 

  3)   se  P  3°  quadrante le sue coordinate sono entrambe negative e viceversa;              

  4)   se  P  4°  quadrante l’ascissa xP > 0 e l’ordinata yP < 0 e viceversa. 

5

0-2

-2

3-4

A

y

x

B

C D

3
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Es.    A(3; 5) si trova nel primo quadrante, B (–2; 3) si trova nel secondo quadrante,  C(– 4; – 2)  si 

trova nel terzo quadrante, D (3; – 2) si trova nel quarto  quadrante e O(0; 0)  è l’origine degli assi 

cartesiani x e y. 

Osservazione 

 Le coppie del tipo (0; y) individuano punti dell’asse delle ordinate, quelle del tipo (x; 0) 

individuano punti dell’asse delle ascisse.  

7.2. Distanza tra due punti  

y

y

y

0

1

2

A

x1

d

x

B

x2

H

 

Siano  A(x1; y1) e B(x2; y2) due punti del piano cartesiano. 

 Dall’osservazione della  figura si deduce  che: AH  = |x2 – x1|  e BH  = |y2 – y1|.                                            

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo AHB si ha : 

 d = AB  = 22
BHAH   =    2

12
2

12 y   yxx .    

   2

12

2

12 yyxxABd 

 

Se 21 xx     AB = |y2 – y1| (AB // all’asse y).  

Se 21 yy    AB = 21 xx   (AB // all’asse x). 

Es.  A(– 3; 2) e B(– 5 ; 7); AB =
22 )72()53(  = 22 )5(2   = 29 . 

7.3. Punto medio di un segmento 

Sia  M(xM;yM) il punto medio del segmento di estremi  A(xA; yA) e B(xB; yB) e siano M’ , A' , B'  e  

M’’ , A’’ , B’’  le loro proiezioni ortogonali rispettivamente sull’asse x e sull’asse y ( come in figura).   

Per il teorema di Talete si ha  AM = MB  A' M' = M' B' e quindi MBAM xxxx 
     

2
BA

M

xx
x


 .  In modo analogo si dimostra che My  = 

2
BA yy 

. 
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x
0

y

A

M

B

A' M' B'

A''

M''

B''

xA Mx Bx

yA

My

By

 

Es.  A(– 1; 5), B(6; – 3); Mx = 
2

5

2

61



; My = 1

2

35



  M( ) 1 ; 

2

5
. 

7.4. Traslazione di assi 

Spesso per studiare o rappresentare nel piano cartesiano Oxy la funzione y = f (x)  

(o l’equazione f(x;y) = 0 ) conviene considerare il suo diagramma rispetto ad un nuovo sistema 

di riferimento O’XY con gli assi X e Y paralleli agli assi x e y e con lo stesso verso di quest’ultimi. 

O

B
a

P' 
x x

y

b

y
P A''

O'

A'

Y

X

P'' 

C

 

Sia P (x; y) riferito al sistema Oxy e P(X; Y) riferito al sistema O’XY e O'(a;b).   

Dall’esame del suddetto grafico ha: x = 'OP = OB + 'BP = OB  + '' AO  = a + X.  

y = ''OP  = OC + ''CP   = OC + ''' AO  = b + Y . 

Pertanto si hanno le seguenti formule:  







bYy

aXx
   








byY

axX
 

Es 1.  La retta  y = x – 2  con la traslazione 







2Yy

Xx
 diventa  Y – 2 = X – 2   Y = X. 

Es 2.   La parabola y = x2 + 4 x + 4   con la traslazione  






Yy

Xx 2
 diventa  

                Y = (X– 2)2 + 4 (X – 2) + 4   Y = X2 –  4 X + 4 + 4 X –  8 + 4 Y = X2. 

Es 3.  L’iperbole y =
3

1




x

x
 con la traslazione 








1

3

Yy

Xx
   diventa  Y+1 =  

33

13




X

X   

            Y = 
X

X 4
– 1  Y = 

X

XX  4   Y = –  
X

4    X Y = –  4. 
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7.5. Simmetrie nel piano cartesiano 

Le simmetrie sono trasformazioni geometriche,ossia  corrispondenze biunivoche che ad ogni 

punto  P  del piano fanno corrispondere un punto  P’  del piano.  

P’ si dice corrispondente o immagine di P. 

Se P’(x’;y’) è il trasformato di P(x;y)  le equazioni delle simmetrie sono: 

1.  rispetto all’asse y,  :y 







y '

' 
'

y

xx
 con la sostituzione associata  







yy

xx
  ;                                          

2.  rispetto all’asse x,  :x









y- '

' 
'

y

xx
   con la  sostituzione associata  










y- '

' 
'

y

xx
; 

3.  rispetto all’origine O, :O 








y- '

' 
'

y

xx
con la sostituzione associata 








yy

xx

 
;
 

-5

-2

-2 -1 0 2

3

1

5

y

x

P (x ; y )

-3 3

P' ( -x; y)

P'' ( -x; -y) P''' (x ;- y )

 

4.  rispetto alla  bisettrice del 1° e 3° quadrante   
'

'
:,







 xy

yx
xy  

   con la sostituzione associata  







xy

yx
;
 

5.  rispetto alla  bisettrice del 2° e 4° quadrante  
'

'
:,







 xy

yx
xy  

   con la sostituzione associata  







xy

yx
  ; 

6.  rispetto ad una retta parallela  all’asse delle ascisse,
 

ky :  
2'

'








yky

xx
 

      con la sostituzione associata    







yky

xx

2  
;
 

7.  rispetto ad una  retta parallela all’asse delle ordinate,
 

 
'

2'
:







 yy

xhx
hx  
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     con la sostituzione associata  






yy

xhx 2
; 

8.  rispetto ad un generico punto  P(xo; yo),  :P  
2'

2'








yyy

xxx

o

o  

    con la sostituzione associata .  
2

2








yyy

xxx

o

o  

Applicazioni 

Sia 1  la parabola di equazione y = x2 – 2 x + 3 . 

1) Trovare l’equazione della parabola 2  simmetrica della 1  rispetto all’asse y. 

    Applicando alla 1  la sostituzione  






yy

xx
   si ha:   y = (– x)2 – 2 (– x) + 3   

      y = x2 + 2 x + 3   equazione della 2 . 

2) Trovare l’equazione della parabola 3  simmetrica della 1  rispetto all’origine. 

    Applicando alla 1  la sostituzione  







yy

xx
 si ha: – y = (– x)2– 2 (– x)+3  

     y = – x2 – 2 x – 3  equazione della 3 . 

3) Trovare l’equazione della parabola 4  simmetrica della 1  rispetto all’asse x. 

Applicando nella 1   la sostituzione    







yy

xx
  si ha:  – y = x2 – 2 x + 3    

  y =  – x2 + 2 x – 3   equazione della .4  

Es. Trovare la simmetrica della circonferenza x2 + y2 –  6x = 0 rispetto alla retta x = – 2. 

Applicando  la sostituzione   






yy

xx 4 
  la circonferenza diventa : 

 (– 4 – x)2 +y2  – 6(– 4 – x) = 0   16 + 8 x + x2 + y2 + 24 + 6 x = 0   x2 + y2 + 14 x + 40 = 0. 
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7.6. Funzioni numeriche di una variabile reale  

Siano A e B due insiemi di numeri reali non vuoti. Se esiste una legge f che   x A  fa 

corrispondere uno ed uno solo elemento y B , si dice che f è funzione da A a B ovvero che la 

variabile y è funzione della variabile x tramite la legge f.  

La f indica l’insieme delle operazioni matematiche da eseguire su un valore x dell’insieme A  per 

ottenere il corrispondente valore della yB. 

Si scrive:   f : A B;  f : x   y;   y = f (x)  (forma esplicita); oppure f(x; y) = 0 (forma implicita). 

A

x

f
B

y C

 

La  x  dicesi variabile indipendente e la y variabile dipendente.  

Oppure: y è immagine o corrispondente della x. Si dice anche che x è la controimmagine della y. 

A si dice dominio della funzione ed  f(A) = C B  dicesi codominio (insieme delle immagini). 

 Es.  y = x2; f(2) = 4; f(–2) = 4; f(3) = 9; f(0) = 0; -16  non è corrispondente di alcun valore della x  

 in R. Al variare della variabile x in A la y varia nei reali non negativi. 

Pertanto si ha:  Codom f(x) = R+ +   .0 0
R  

3

B

9

C

R

-16

2

-2
4

R A

 

L’insieme di esistenza di f (x) è dato dai valori che può assumere la variabile x per i quali esiste 

nei reali ed è finita la variabile y.  

Es 1.     y = 
2

5

x
; x – 2 0  x   2 e quindi  IE = IR -  2 . 

Es 2.     y = 32 x ; 2 x –  3 0   x  
2

3
 e quindi  IE = [

2

3
; + ) . 

Es 3.     y = 
x

12
;   IE = IR –   0 .   

Osservazione sulla precedente funzione  

Se y = p (pressione di un gas) ed x = V (volume di un gas) e la temperatura è costante si ha la 

legge di Boyle   p.V = k,  che per k = 12,  la funzione diventa  p = 
V

12
  con  Domf = R .IE  

Es 4.    y = 103 (1 + 0.03)x;  IE = R.  

Se y = M (montante) ed x = t (tempo) si ha M(t) = 103.(1+ 0,03)t e il Domf = R+.  
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Pertanto IE è il max sottoinsieme di R per cui la formula ha senso, mentre il  Domf IE . 

Osservazioni 

La funzione è una corrispondenza univoca tra due insiemi rappresentata,in generale, da una 

equazione del tipo f(x ; y) = 0.  

Sono funzioni: x –  2 y –  6 = 0;  x2 – y – x + 3 = 0;  2 x y – 3 x + y – 1 = 0.  

Non tutte le equazioni sono funzioni.  

Es.   x2 + y2 – 4  = 0 non è una funzione, infatti essendo y = 24 x  la corrispondenza non è 

univoca perché al numero 1 corrispondono  3 . 

x
0 1

y

2

3

3

 

  Data l’equazione f(x;y) = 0, l’insieme delle coppie ordinate (x0; y0) che verificano la suddetta 

equazione rappresentano, in generale, nel piano cartesiano una linea   detta grafico o diagramma 

cartesiano dell’equazione (o funzione). 



0

P

x

y

 

La condizione di appartenenza di un punto P( x0; y0) al grafico   dell’equazione  f(x; y) = 0   in 

simboli  si scrive: 

P( x0; y0) 0);( 00  yxf  

Es.  y = 2 x –  5; P (1 ; –  3)  ; infatti:  – 3 = 2.1 – 5; mentre A (2; 3)    come è facile    

       verificare. 
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Nota 

 Non tutte le funzioni hanno un grafico. 

Es.  f(x) = 







I   x se   1-

Q   x se   1
  non è rappresentabile nel piano cartesiano Oxy. 

 

 

Rappresentare per punti la funzione y = x2.        



0
x

y

-1-2 1

2

4

3

9

1

2-3

x y

0 0

1 1

-1 1

2 4

3 9

-3 9

 

    Date le funzioni (equazioni)  f (x; y) = 0  e  g(x; y) = 0.  

Per trovare gli eventuali punti d’intersezione dei rispettivi grafici 21   e     delle due funzioni 

(equazioni) basta risolvere il sistema: 

                                                            






0);(

0);(

yxg

yxf

    

Le  soluzioni del sistema sono le coordinate dei punti P1  e P2  in figura.

 

y

0

1P

2

P2 1


x
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7.7. Classificazione delle funzioni matematiche 

 

Algebriche 




































 

1-x

x
y Es. Fratte.

5xy Es. Intere.
 

2-x

3x
y Es.  .

32 xy Es.  .

3

2

iIrrazional

Fratte

xIntere
Razionali

 

 

 

Trascendenti 













xyxyEscheGoniometri

xEsheLogaritmic

liEsponenzia

cos;sin .  .

 )2log(y   .  .

5 y   Es.  . x

 

 

7.8. Ricerca dell’insieme di esistenza di una funzione 

1. Funzione algebrica razionale intera 

             y = a xn + b xn-1 + ..................... + c .      IE = R.   

Es.   y = 4

3

1
x + 3 x2 – 5 x – 4;  IE = R.   

 

2. Funzione algebrica razionale fratta 

             y = 
)(

)(

xB

xA
   è definita  x 0B(x) /  R .  

Es 1.   y = 
xx

x

7

1
2 


; x2 – 7 x 0 ; IE = R –  7;0 . 

     Es 2.   y = 
42 x

x
; IE R  perché  x2 + 4  non ha zeri reali. 

 

3. Funzione algebrica irrazionale 

a)  Se l’indice è dispari la funzione y = n xA )(  è definita Rx ; mentre   y = n

xB

xA

)(

)(
 è definita   

       se  B(x) 0  e quindi  IE =  0)(/  xBRx . 

Es 1.    y = 3 2 1x ; IE R .  

Es 2.     y = 5

2x

x

  
; x – 2 0  e quindi  IE = R –   2 . 
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b)  Se l’indice è pari la funzione  y = n xA )(  è definita 0)(/  xARx . 

Es.  y = 21 x ; 1 – x2 0   – 1 1 x  e quindi IE = [– 1; +1]. 

7.9. Ancora sulle funzioni 

A

x

f
B

y

 

  Data la funzione  f : .BA   

I) La funzione f(x) è strettamente crescente nell’intervallo (a ; b) se  x1; x2 );( ba  da  x1 x2    

f (x1)  f(x2).  

Se da   x1  x2   f (x1)  f(x2)  la funzione è strettamente decrescente in (a; b). 

Se da  x1 < x2   f (x1)   f(x2)  la funzione è crescente in senso largo o mai decrescente. 

Se da  x1 < x2   f (x1)   f(x2)  la funzione è decrescente in senso largo o mai crescente. 

II) Se ad elementi distinti di A corrispondono elementi distinti di B la funzione si dice iniettiva o “in”. 

    In simboli: se da x1  x2   f(x1)  f(x2)  allora f(x) è iniettiva. 

Es. y = x3  è iniettiva, mentre y = x4 non è iniettiva come facilmente si verifica. 

III)  Se By  esiste almeno un x A  / f(x) = y la funzione si dice suriettiva o “su” e in tal caso il    

      codominio è B.  

Es.  y = log x  è suriettiva.            

IV)  Se la funzione è contemporaneamente “in” e “su” si dice bijettiva o biunivoca. 

Nel caso in cui f è biunivoca( A B)  esiste una funzione  f -1 detta inversa della f, che per ogni 

yB   fa corrispondere uno ed uno solo x A.Si scrive  f -1 : B A  oppure x = f -1 (y). 

Se x = f -1(y) è l’inversa della funzione y = f(x), operando la sostituzione 







xy

yx
 cioè la simmetria 

rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante (y = x), il grafico della funzione inversa y = f -1(x) 

è il simmetrico del grafico della funzione y = f(x) rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante.   

x

A

y

B
f

f -1

 

Nota  

La funzione inversa della f esiste in (a; b) se è ivi biunivoca. 
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Osservazioni 

1)   Se f è strettamente crescente (decrescente) anche  f -1 è strettamente crescente 

(decrescente). 

Es1.  y = 3 x   x = y
3

1
.   Es2.  y = x3   x = 3 y . 

2)   y = x2  non è invertibile in R, ma è invertibile in R++ 0 . 

La funzione inversa è x = y , che con la sostituzione .xy  diventa  
x









xy

y
     

o

y

x

y = x

y =  x2

 

 

V)    Una funzione, definita in D IR , si dice periodica con periodo T 0 , se Dx  risulta  

        (x + T) D   e  f (x + T) = f( x).  

   Es.  y = sin x  e  y = tg x  sono periodiche con T = 2  e T =  . 

VI)   Sia f : A   f(A) [x  f(x)] e g: B g(B) [y g(y)] con f(A) B . 

   Sia x1   A / f(x1)   B. Poiché f(x1) = y1B, (dominio di g) e su y1 è definita la funzione g ha    

   senso considerare: z1 = g(y1) = g [f(x1)] immagine di f(x1) mediante g.  

        L’applicazione che ad x1 associa z1 dicesi funzione composta della f con la g  e si scrive  

z1 = g o f (x1). 

In generale se indichiamo  g o f = F  possiamo scrivere  z = F( x).   

y

B

1

f (A)

x

A
f

z

g

F

1
1

g (B) = c

 

N.B.    Dom F .A  

Es 1. Trovare la funzione composta g o f delle funzioni: 

f: x   lnx   e   g: x   1x . 

 Dom f = R  ;   Codom f = R;  Dom g =  1/  xRx . 
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 Dom g o f =  -1ln x   /  RxRx    x 1 e . 

 Pertanto si ha: g o f : x   1ln x  è definita per x 1 e . 

Es 2.   f : x   – x2,  Dom f = R e Codom f = 
0R ;  g: x   ln x Dom g = R  e   Codom g = R. 

Essendo  Codom f   Dom g =   non esiste la funzione g o f. 

 

Funzioni pari o dispari 

1. Se f(x) = f(–x) la funzione si dice pari e il suo grafico è simmetrico rispetto all’asse delle ordinate. 

Es.  y = 
2

2 4

x

x 
; y = 3 x4 –  2 x2 – 1; y  = x  e y = cos x  sono funzioni pari. 

2.  Se f(–x) = –  f(x)  la funzione si dice dispari e il suo grafico è simmetrico rispetto all’origine degli   

     assi cartesiani. 

Es.   y = 2 x;    y = – 5 x3;    y = 
12

3

x

x
  e  y = sin x   sono funzioni dispari. 

7.10. Funzione esponenziale 

Si chiama funzione esponenziale ogni funzione del tipo: 

                 y = bx   con  0 < b 1 ;  IE R  e  Codom = R  .                                                                             

 Primo caso:   b > 1 

Es.    b = 2;   y = 2x                                             

0

1

y

x

1x x2

y

y

1

2
164

2

-2

4

0.25

yx

1

-1

2

0.5

0 1

 

Osservazioni  

La funzione è sempre positiva, passa per il punto (0; 1); 
x

lim 2x  = + ;
x

lim 2x = 0 e quindi y = 0 

(asse x)  è asintoto ed essendo   x1 < x2,  y1 < y2   
la funzione è strettamente crescente  x R. 

Nota.   Se lxf
x




)(lim  allora x = l   è asintoto orizzontale. 
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Secondo caso:    0 < b < 1  

Es.  y = 
x









2

1
                       

x
0 2x1x

y

 

Osservazioni  

1)   La funzione è sempre positiva, passa per il punto (0; 1), ; 0
2

1
lim 










x

x
 

x
lim  

x









2

1
 = + ; 

quindi y = 0 (asse x)  è asintoto ed essendo   x1 < x2 , y1 > y2 la funzione è strettamente 

decrescente  x R. 

2)    Se a = 1 la funzione diventa y = 1x, ossia y = 1 per qualsiasi valore della x. 

Nota 

 Asintoto di una curva  è una retta che  si avvicina alla curva senza mai toccarla; si dice anche 

che l’asintoto è la retta tangente  alla curva   all’infinito. 
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7.11.  Funzione logaritmica 

Data la funzione esponenziale y = bx con  0 < b 1 ; IE R e Codom = R  . 

Essendo la funzione esponenziale biunivoca IEx ,esiste la funzione inversa x = log b y   

(si legge logaritmo in base b di y). 

   Con la sostituzione   







xy

yx
   la funzione inversa diventa  y = log b

x   il cui IE = R   e  il 

codominio è  R. Pertanto il grafico della funzione logaritmica è il simmetrico del grafico della 

funzione esponenziale rispetto alla retta y = x  (bisettrice del 1° e 3° quadrante). 

1°  caso:     b > 1                                                 

Es.   y = log 2 x  è  positiva per x > 1, negativa per  0 < x < 1, nulla per x = 1  ed essendo 

      




 loglim 2
0

x
x  

   x = 0  è asintoto verticale. 

y

x

y = x

1

10

+

-

y = 2 x

y = log x
2

 

2° caso:   0 < b < 1   

Es.  y = log
2

1 x   è positiva per 0 < x < 1, negativa  per x >1, nulla per x = 1, ed essendo 




x
x

2

1
0

loglim    x = 0   è  asintoto verticale.  

1

y

0 1

2
 1y = log    x

x

y = x
2
 1y = (     ) x

 

 
Osservazione 

  Se 


)(lim xf
x 

 allora  x =    è  asintoto verticale.



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE 

 
 

75

 

CAPITOLO 8 

EQUAZIONI E DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE 

8.1. Equazioni esponenziali elementari 

  La più semplice equazione esponenziale è del tipo bx = a . 

 Se 0 < b  1 ed a > 0 l’equazione ammette una ed una sola soluzione  x = log b a, che si legge 

logaritmo in base b  di  a . 

Es.   2x = 7   x = log 2 7;   5x  =  625   x = log 5  625 = 4. 

Se la base del logaritmo è 10 si hanno i logaritmi decimali o volgari o di Briggs e si scrive:   

  log10 x = Log x.  

Es.  10 x = 100   x = Log 100 = 2. 

Se la base del logaritmo è il numero “e” di Nepero [e = x

x x
)

1
1(lim 


= 2,718......] si hanno i logaritmi 

naturali o neperiani e si scrive:  xxe lnlog LN x . 

Es.  ex = 4   x = ln 4 = LN 4. 

Equazioni esponenziali particolari 

1)  L’equazione del tipo )( xAb  )( xBb  con  0 < b  1, è equivalente all’equazione: 

A(x) = B(x) 

Es 1.    2x+3 = 16   2x+3 = 24  x + 3 = 4   x = 1. 

Es 2.    25x-3 = 
125

1
  52(x-3) = 5-3 2(x-3) = -3 2 x - 6 = -3   2 x = 3  x = .

2

3
 

2) Equazioni del tipo  x2x b b   +   = 0. Ponendo bx = t si ottiene l’equazione 

0   t  t 2   , sostituendo  le radici t1 e t2  nella posizione fatta si ottengono le due equazioni 

elementari  bx = t1  e bx = t2  e quindi le soluzioni sono : 

x1 = log b t1   e    x2 = log b t2. 

Es.   22x + 2x –  6 = 0,  ponendo 2x = t (*) si ha  t2 + t –  6 = 0,  con  t1 = – 3  e  t2 = 2 .  

Sostituendo  le radici t1 e t2 nella (*) si ottengono le due equazioni:  

 2 x = –  3  che è impossibile e  2 x = 2  che  ammette la radice x = 1.  
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8.2. Disequazioni esponenziali elementari 

Sono del tipo  xb   a , con 0 < b 1 . 

 Se  b > 1  si  ha: xb   a   x  log b a; (la disuguaglianza conserva il verso perché la 

funzione esponenziale è strettamente crescente). 

Es 1.  ex > 7   x > ln 7; 5 x < 3   x < log 5 3; 7 x < 0 impossibile; 4 x > 0  è verificata Rx .  

Es 2.   32x-1 < 8   2 x –  1 < log 3 8   2 x < 1 + log 3 8   x < 
2

8log1 3
. 

Es 3.   32x –  4 . 3x + 3 > 0; ponendo 3x = t   t 2 – 4 t + 3 > 0   t < 1   t > 3    3x < 1 e 3x > 3   

            e pertanto le soluzioni sono   x < 0   e  x > 1.   

10x

 

In generale se si ha:  bP(x)  a   P(x)  log b a. 

 Se  0 < b < 1 si ha:   bx   a   x  log b a (il verso della disuguaglianza cambia perché   

       y = bx  è strettamente decrescente). 

Es 1.    
x3

2

1








> 8   3 x < log
2

1 8   x < 
3

8log
2

1

. 

Es 2.    ;06
2

1

2

1
2
















xx

 ponendo t
x









2

1
 si ha la disequazione  t2 + t – 6 < 0    

             23  t   – 3 < 2
2

1









x

 



























2

2

1

3
2

1

x

x

 ; 

essendo la prima disequazione sempre verificata il sistema è verificato per x < – 1. 

x -1

S = ( )1; .  

Osservazione 

bx > 0  con  0 < b 1  è sempre verificata; bx < 0  e  bx < - 2  non sono mai verificate.  

In generale   bx <  R  non ammette soluzioni. 
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8.3. I logaritmi 

Abbiamo visto che da  bx = a ax blog    con a > 0  e  0 < b 1 .  

Viceversa si ha: log b a = x   bx = a. Pertanto possiamo dire che il logaritmo in base b  di  a  è 

l’esponente  x  da dare alla base b per ottenere a.  

Essendo  log b a   soluzione dell’equazione   bx = a   ne segue che  ab ab log . 

Es.   log 2 8 = 3 perché 23 = 8; log 2 4
1

 = –2 perché 2-2  = 
4

1
; log10 1000 = 3 perché 103  = 1000;    

        log
2
1 8

1

 = 3   perché 
3

2

1








= 
8

1
; log b b = 1.  

Pertanto si ha: 

log b a = 















































1b

1a0
     

1b0

1a
  se     -    

                          1 a  se      0
10

10
     

1

1a
  se      

b

a

b
 

8.4. Proprietà dei logaritmi in una stessa base 

Si dimostra che: 

1)     log b m . n = log b m + log b n; 

2)    log b n

m
 = log b m – log b  n; 

3)     log b ak  = k log b a; 

4)    log b  n a  = a
n blog
1

= 
n

ablog
.  

Nota. Le suddette proprietà permettono di trasformare un’espressione monomia in polinomia. 

Es 1.   log 3  2ab = log 3 2 + log 3 a + log 3 b.  

Es 2.  log 5  
y

x2
 = log 5  2 x – log 5 y = log 5 2 + log 5 x – log 5 y.  

Es 3.   log 23 = 3 log 2. 

Es 4.  log 3 x = xlog
3

1
; log 3  = 3log

2

1
. 

Es 5.   log 
p

m22
= log 2m2  –  log p = log 2 + 2 log m – 

2

1
log p.  

Es 6.   log (a2 –  b2) = log (a + b) (a –  b) = log(a + b) + log (a –  b). 

Per la proprietà simmetrica dell’uguaglianza le suddette proprietà si possono scrivere: 
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 I)    log b m + log b n = log b m n;        

II)    log b m –  log b  n = log b n

m
; 

III)    k log b a = log b a k; 

IV)   a
n blog
1

= log b
n a .  

Esempi.  Trasformare in monomie le seguenti espressioni polinomie:  

1.   log 3 2 + log 3 a + log 3 b = log 3 2ab; 

2.   log 5 2 + log 5 x –  log 5 y = log 5  
y

x2

 
;  

3.   xlog
3

1
= log 3 x ;  

4.  
2

1
log (x – 1) + 2 log ( 2x + 1) + 3 log x = log 1x  + log ( 2x + 1 )2 + log x3 = 

      = log 1)12( 23  xxx . 

N.B. L’ultima espressione esiste se esistono contemporaneamente tutti i suoi termini.  

Pertanto l’insieme di esistenza dell’espressione è dato dalla soluzione del sistema  












0

012

01

x

x

x

 

.   

Risolvendo il sistema si ottiene la soluzione x >1 (I.E).   

x

1
a

2
a

3
a

- 
2

0 11

 

8.5. Passaggio di base 

Data l’equazione bx = a (*) x = log b a (con a > 0  e  0 < b  1). 

 Calcolando il logaritmo in base c della (*) si ha: log c bx = log c a   x log c b = log c a   x = 
b

a

c

c

log

log
 e 

quindi si ottiene la formula 

                                                              

  

 

 
b

a
a

c

c
b log

log
log 
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Es.  log 7 5 = 
7

5 

Log

Log
= 

7ln

5ln
 = 

7log

5log

3

3 .  

Nota.   E’  utile il passaggio in base 10 o in base “e” perché nelle calcolatrici sono presenti solo gli        

            operatori  Log, LN o ln. 

8.6. Ancora sulla risoluzione delle equazioni e disequazioni  esponenziali 

Es 1. 1643 x    4 2

3x

= 42   2
2

3
x    x = 

3

4
.     

Nota.   
    

nn

a

b

b

a

















 

Es 2.   34
1

9
3

1 








 x

x

   3-x+1 > 32(4x-3)   – x+1 > 2(4x–3) – x+ 1 > 8x – 6 – 9 x > – 1 –  6       

           79  x   x < 
9

7
. 

Per risolvere la disequazione AP(x)  BQ(x) conviene calcolare i logaritmi naturali o decimali di 

ambo i membri. 

Es 1.   72x-3 > 
6

9

2










x

  Log 72x-3 > Log 
6

9

2










x

  (2x-3) Log 7 > (x+6) Log 
9

2
   

   2 x Log 7 –  3 Log 7 > x Log
9

2
 + 6 Log

9

2
   ( 2 Log7 – Log 

9

2
 ) x >3 Log 7 + 6 Log

9

2
   

  x > 

9
272

9
2673

LogLog

LogLog





  

.

                                   

 

Nota.  La disequazione AP(x)  BQ(x), se 0 < b < 1 diventa log b AP(x)  log b BQ(x)  

(cambia il verso perché y = bx è strettamente decrescente). 

Es 2. x
x

2
3

5
2

1











  x32 > 
x25   (3 –x) ln 2 > 2 x ln 5  3 ln 2 – x ln 2 >  2 x ln 5    

      3 ln 2 > x ln 2 + 2 x ln 5   x (ln 2 + 2  ln 5) < 3 ln 2   x < 5ln22ln

2ln3


   x < 50ln

2ln3
. 
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8.7. Equazioni logaritmiche 

Abbiamo visto che log b A(x) esiste nei reali se  A(x) > 0  e  0 < b  1. 

Es 1.   log (2x – 1) esiste in R  se  2 x – 1 > 0   x > 
2

1
 e si scrive  

IE = 






 

2

1
 / x Rx

.
 

Es 2.   logx (x 2 – 4 )  esiste in R se 







04

10
2x

x
  








2  x   2

10

x

x
      

x
- 2

1
a

2
a

20 1

 

e quindi si ha  IE = );2(  . 

L’equazione   log A(x) = log B(x)   è equivalente al sistema misto   












)()(

0)(

0)(

xBxA

xB

xA

. 

Pertanto le soluzioni dell’equazione A(x) = B(x) sono accettabili se 







0)(

0)(

xB

xA
 .  

Es 1. log (2x – 1) = log (x2 – 1) l’equazione esiste se 







01

012
2x

x
   











1
2

1

x

x
    x > 1 (C.E).   

Risoluzione:  log (2x –1) = log ( x2 – 1)   2 x – 1 = x2
 – 1   x2 – 2 x = 0    

       x (x – 2) = 0   x = 0  non è accettabile, x = 2  è accettabile. 

Es 2.  log 2 (5x – 1) = 3; [CE : 5x – 1> 0  x > 
5

1
]   5x – 1 = 23   5 x = 8 +1      

           x = 
5

9
. Altro metodo: log 2 (5x–1) = log 2 2 3    5 x – 1 = 8    x = 

5

9
. 

Nota.  k = log b b k . 

Es 3.  log x – log (x–1) = log (x+1)   log 
1x

x
 = log (x+1) 

1x

x
 = x+1  x = (x +1) (x–1)   

           x = x2 –1   x2 – x – 1 = 0   x = 
2

51
  e quindi le soluzioni sono: 

x1 = 
2

51
      e     x2 = 

2

51
. 
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La suddetta equazione  esiste se 













01

01

0

x

x

x

   x > 1 (condizione di accettabilità). 

Pertanto è accettabile solo la soluzione  x2 = 
2

51
. 

Nota.  La condizione di esistenza di un’equazione logaritmica o di una funzione logaritmica deve 

essere imposta prima di applicare le proprietà dei logaritmi. 

Es 1.  f(x) = log (x – 1) + log (x + 1).  IE: 







01

01

x

x
   x > 1 e quindi IE = (1;+ ) . 

Applicando la prima proprietà dei logaritmi si ha: f(x) = log (x +1) (x – 1)   

 f(x) = log (x2 –1); la funzione esiste se x2 – 1 > 0   x < –1   x > 1 e pertanto trattasi di funzione 

diversa dalla data in quanto l’insieme di esistenza è cambiato. 

Es 2.  f(x) = log x2   ha come insieme di esistenza i reali escluso lo zero, mentre la funzione 

           f(x) = 2 log x   esiste per x > 0. 

Risolvere le seguenti equazioni logaritmiche. 

1)   2 Log (x +3) = Log (x –1) + 4 Log 2; CE: 







01

03

x

x
  







1

3

x

x
  x  > 1 . 

Risoluzione: 

Log (x+3)2 = Log (x – 1) + Log 24   Log (x+3)2  = Log 16 (x– 1)   (x+3)2 = 16 (x – 1)  

  x2 + 6 x + 9 = 16 x – 16   x2 – 10 x + 25 = 0   (x – 5)2 = 0  x – 5 = 0   x = 5 IE  e 

quindi è accettabile. 

2)  Log x – 
2

1
 Log (x2 + 1) = Log (4 – x) – 

2

1
 Log (x2 – 8 x + 17) . 

C.E.: 

















0178

04

01

0

2

2

xx

x

x

x

  
















R

x

Rx

x

4

0

   0 < x < 4 e quindi si ha: IE = (0; 4). 

Risoluzione: 

Log x – Log 12 x  = Log (4 – x) – Log 1782  xx    Log
12 x

x
= = Log 

178

4
2 



xx

x
   


12 x

x
 = 

178

4
2 



xx

x
   x 1782  xx = (4  –  x) 12 x .  

Essendo IEx  tutti i fattori  del primo e del secondo membro dell’equazione positivi è lecito 

elevare ambo i membri al quadrato. 

Elevando ambo i membri al quadrato  si ha: x2 (x2 – 8 x +17) = (4 – x)2(x2 + 1)  x4 – 8 x3 +17 x2 =  

= (16 – 8 x + x2 ) (x2 + 1)   x4 – 8 x3 + 17 x2 = 16 x2 + 16 – 8 x3 + – 8 x+ x4 + x2    

8 x – 16 = 0   x = 2   è  accettabile perché appartiene all’insieme di esistenza dell’equazione.  
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8.8. Disequazioni logaritmiche 

Premessa sulla funzione y = log b x. 

1° caso:  b > 1   

In questo caso la funzione logaritmica è strettamente crescente e pertanto si ha:  

                 log b A(x)  log b B(x)   A(x)  B(x) ,   con 







0)(

0)(

xB

xA
       

0

y

x
x 1 x 2

y 1

y 2

 

2° caso:  0 < b < 1    

In questo caso la funzione logaritmica è strettamente decrescente e pertanto si  ha:  

                                 log b A(x)  log b B(x)    A(x)  B(x)  

y

0

xx1 x2

y
1

y
2

 

Es 1.  La disequazione  log 2 (x – 3) > log 2 (– 3x + 10)  è equivalente al sistema: 














1033

0103

03

xx

x

x

   




















4

13
3

10
3

x

x

x

  .     

x

1
a

2
a

3
a

3
4
13

3
10

 

Quindi la disequazione è verificata per  
3

10

4

13
 x  oppure  S = .

3

10
;

4

13
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Es 2.  La disequazione log
2

1 (x2 – 4) < log
2

1 (–x + 8) è equivalente al sistema: 













84

08

04

2

2

xx

x

x

   













3 x 4 -x

8 x

2  x 2x

   .        

x
1

a

2
a

3
a

- 2 8- 4 2 3

 
 La disequazione data è verificata per    x < – 4   3 < x < 8. 

Es 3.    log 2 (2x – 3) > 8log4     log 2 (2x – 3) > 
4log

8log

2

2    log 2 (2x – 3) > 
2

3
    

  log 2 (2x – 3) > log 2 2 2

3

; questa è equivalente al sistema 









2

3

232

032

x

x
 











832
2

3

x

x
    

















2

83
2

3

x

x
    















2

83
2

3

x

x
 .        

Quindi la disequazione è verificata per   x > 
2

223
. 

8.9. Ancora sulla ricerca dell’insieme di esistenza delle funzioni  

 y = bx  con 0 < b 1 ; IE R . 

Es 1.  y = 
x









3

2
; IE R .  Es 2.   y = 32 x

x

;   IE = R –   3 . 

 y = xblog  con 0 < b 1 ; esiste se x > 0 e quindi si ha: IE = R+. 

Es 2.   y = log
3

2




x

x
  esiste se  0

3

2





x

x
   x <  –  3   x > 2.  

Pertanto si ha  IE = (–  ;  – 3) ) ; 2(  .   

Es 3.  y = log )5(1 xx  ; IE :







110

05

x

x
   








21

5

xx

x
 IE = (1; 5) –   .2  

Es 4.  Trovare l’insieme di esistenza e l’insieme di positività della funzione  

f(x) = ln2 (x – 1) –  2 ln (x – 1). 

La funzione f(x) esiste se  x – 1 > 0    x >1 e quindi si ha IE = (1; + ). 

f(x) = ln2 (x – 1) –  2 ln (x – 1)   0   ln (x – 1) [ln (x – 1) – 2]   0   F1 = ln (x – 1)   0   

  x – 1   1   x   2; F2 = ln (x – 1) – 20   ln (x – 1)   2     ln (x – 1)   ln e2   

  x – 1   e2  x   1+ e2.  



EQUAZIONI E DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE 

 
 

84

1x

I E

F

 ( x )

1

F2

2 1 + e2

+ - +
f

 

IP = (1;2)   (1 + e2; + ).  

 

Osservazioni 

 La funzione taglia l’asse x nei punti A (2; 0)  e  B (1 + e2; 0)  ed  essendo )(lim
1

xf
x 

=  

=
1

lim
x

ln (x – 1) [ln(x – 1) – 2] = 
1

lim
x

ln (x – 1). 
1

lim
x

[ln (x – 1) – 2] =  (– ) . (–  ) = +    

ne segue che la retta  x = 1  è asintoto verticale.   

Es 5.  f(x) = 3 ln2(x + 2) – ln (x + 2) – 2 > 0; C.E.:  x + 2 > 0 >   IE = (– 2 ; + ); f(x)   0    

             3 ln2(x + 2) –  ln (x + 2) – 2   0 . 

Ponendo  ln (x + 2) = t  si ottiene la disequazione 3 t2 - t - 2   0, essendo gli zeri del trinomio  t1 = 1 

e t2 = – 
3

2
, si ha  f(t) = 3 (t +

3

2
) (t -1)   0  e quindi  f(x)   0  se  3 [ln (x + 2) +

3

2
] [ln (x +2) -1]   0. 

Troviamo il segno dei fattori:  

F1 = ln (x + 2) + 
3

2
   0   ln (x + 2)   -

3

2
   x + 2   3

2
 

e    x    – 2 + 3

2
 

e ; 

 F2 =  ln (x + 2) – 1   0   ln (x + 2)   1   x + 2   e   x   e – 2. 

x - 2 - 2 + e
2
3 - 2 + e

I E

F1

F2

+ - +
 ( x )f

 

IP = (– 2; – 2 + e 3

2


)   (e  – 2; + ); ed essendo 
 2

lim
x

f(x) = +   la retta  x =  – 2   è asintoto 

verticale. 
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CAPITOLO 9 

PROGRESSIONI 

9.1. Progressioni aritmetiche 

Def. La progressione aritmetica è una successione di numeri per i quali è costante la differenza 

tra ogni  termine generico e quello che lo precede. 

   Il valore costante d di tale differenza si dice ragione della progressione aritmetica. 

Sia   a1; a2; a3;  ................... an-1; an   una progressione aritmetica di ragione d . 

Per definizione si ha:  
                                 a2 – a1  = d 

              a3  –  a2  = d   
             ………….. 
             an – an-1 = d       

Sommando membro a membro le suddette (n -1) uguaglianze si ottiene: 

a  -

(n-1) volte

 a  = d + d + d + ........ + d = (n -1) dn 1

 

   

 an = a1 + ( n – 1).d ( I ) 

   

Es.  Data la progressione 2; 5; 8;  ………  trovare a10 sapendo che d = 3.  

       Dalla (I) si ha: a10 = 2 + ( 10  –  1).3 = 29. 

Es. In una progressione aritmetica trovare la ragione noti a7 = 8; a1 = 3. 

       Si ha: a7 = a1 + (7 – 1) d   6d = a7 – a1   6d = 8 – 3   d = 
6

5
. 

Teorema 

In una progressione aritmetica la somma di due termini simmetrici (equidistanti dal centro) è 

uguale  ad  (a1 + an ). 

Siano ah e ak  due termini simmetrici di una progressione aritmetica di ragione d. 

  a1; a2; a3;  ..... ah ..........ak …….....an-1; an. 

 Dimostriamo che  ah + ak  = a1 + an .  

Se  t sono i termini che precedono ah   e  che seguono ak  per la ( I ) si ha:   

 1.       ah = a1 + t d         

 2.       ak = an – t d    

Sommando membro a membro le suddette uguaglianze  si ottiene: 

ah + ak = a1 + t d + an – t d = a1 + an  (c.v.d.). 
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Somma dei primi n termini di una progressione aritmetica 

1)  Sn = a1 + a2 + a3 +  ..................... + an-1 + an . 

2)  Sn = an + an-1+ ………………… + a2 + a1.  

Sommando membro a membro la (1) con la (2) e associando si ottiene:   

2 Sn = (a1 + an) + (a2 + an-1)+ ….. + (an-1 + a2) + (an + a1). 

Essendo gli n binomi tutti uguali ad (a1 + an) si ha  2 Sn = (a1 + an) . n     

   

 

 
( II ) 

   

Es 1. Trovare la somma dei primi 1000 numeri dispari. Applicando la ( I ) si ha  

          a1000 = 1+ 999. 2 = 1999 (d = 2).  

          Applicando la ( II ) si ottiene  S1000 = 2000
2

1000)19991(



. 500 = 1000000. 

Es 2. Trovare la somma dei primi 12 numeri multipli di 5.  

Essendo la ragione  d = 5 si ha: a12 = 5 + 11.5 = 60; S12 = 
2

12).605( 
  = 390. 

Inserimento di m medi aritmetici tra i numeri a e b  

Se  x1; x2; …...... xm   sono i medi aritmetici da inserire tra i numeri a e b, si ha: 

a; x1; x2 ; ………xm; b. 

 Applicando la ( I ) si ha  b = a + (m+1) . d   d = 
1


m

ab
. 

Es.   Inserire  5 medi aritmetici tra i numeri  a = 4 e b = 28. 

Essendo   d = 4
6

428




 
, 

 
i  5  medi richiesti sono i numeri:  8, 12, 16, 20 e 24. 

 

 

 

 

 

 

2

)( 1 naa
S n

n
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9.2. Progressioni geometriche 

Def.  La progressione geometrica è una successione di numeri per i quali è costante il rapporto 

tra un termine generico e quello che lo precede. 

Il valore costante q di tale rapporto  si dice ragione della progressione geometrica. 

Sia a  ;1 a  ;2 a  ;3 . . . . . . . . . ..... a  n una progressione geometrica di ragione q.
 

Per definizione si ha: q
a

a


1

2 ; q
a

a


2

3 ; q
a

a


3

4 …………… q
a

a

n

n 
1

; moltiplicando membro a  

membro queste (n -1) uguaglianze si ottiene  

a  .
 a  = q .q .q ..... q = q

(n-1) volte

n 

1

n -1

   

 an = a1. q n-1 ( I ) 

   

Da quest’ultima formula note tre delle quattro variabili an; a1; q; n si può facilmente ricavare la 

variabile non nota. 

Es 1.  Data la progressione geometrica 1; 
10

1
; 

100

1
; …….. di ragione q = 

10

1
; trovare a5. 

Applicando la ( I ) si ha  a5 = a1 . q5 -1 = 1.
4

10

1








= 
10000

1
. 

Es 2. In una progressione geometrica noti  a1 = 2; q = 2 e an = 32; trovare n. 

Applicando la ( I ) si ha   32 = 2 . 2n-1   25 = 2n   n = 5. 

Somma dei primi n termini di una progressione geometrica 

 Sn = a1 + a2 + a3 +  ......................+ an-1 + an  (1) ;   moltiplicando ambo i membri per q  si  ottiene:   

 q Sn = q a1 + q a2 + q a3 +  ................+ q an-1 + q an   q Sn = a2 + a3 + a4 + ………+ an+q a1qn-1 (2);  

sottraendo m.a.m. dalla (1) la (2) si ha  Sn – q Sn = a1 + a2 + a3 +  .............+an-1 + an – (a2 + a3 +a4+ 

+………..+ an + +q a1 qn-1)  ( 1 – q) Sn = a1 + a2 + a3 +  .........+an-1 + an– a2 –  a3 – a4……– an+   

 - a1.qn (1 – q) Sn = a1 – a1qn   (1 – q) Sn = a1(1 – qn) 
1

1
a 1 




q

q
S

n

n  ;oppure 
q

q
aS

n

n 



1

1
1  . 

   

 
 

 

   

Se 1q    0lim 


n

n
q .   Es.    0)

10

1
(lim 



n

n
. 

 

1

1
a 1 




q

q
S

n

n
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In questo caso si può calcolare la somma di infiniti termini di una progressione geometrica e si ha:     

S  = n
n

S


lim = a1 
q

q n

n






1

lim1
 = 

q

a

1
1

.         

   

 

 

 

   

Es 1.     1 + x + x2 + x3 + ………+ xn + …….= 
x1

1
  se 1x  

Es 2. Trovare la frazione generatrice del numero decimale illimitato periodico 1,(3).  

Si ha:  1,3333…….    = 1 + 
10

3
+ 

100

3
+ 

1000

3
+…..   = 1+ 3 (  .......)

100

1

10

1
  

 =1+ 3 

10

1
1

10

1


= 1 + 3 . 

10

1

 

. 
9

10
= 1 + 

3

4

3

1
 . 

 

N.B.  Non esistono numeri decimali illimitati con periodo 9. 

 

Es 1.  2,99999……= 2 +
10

9
+

100

9
+ 

1000

9
……. = 2 + 9(

10

1
+

100

1
+ 

1000

1
…) =  

= 2 + 9 

10

1
1

10

1


 = 2 + 9 

10

110
10

1


= 2 + 9 

10

9
10

1

= 2 + 1 = 3. 

 

Es 2.    1,2999999999……..= 1  ..............
10000

9

1000

9

100

9

10

2
 = 

 

= 1 





  ..........

1000
1

100
1

10
1

10
9

10
2

= 1

10

1
1

10

1

 
10

9

10

2


  = 1 

10

2

10

9

10

9
10

1

= 
9

1
 

10

9

10

2
1  =  

= 
10

1

10

2
1  = 

10

1210 
= .3,1

10

13
  

 
 

 
 
 
 

x

a
S


 1

1



PROGRESSIONI 

 
 

89

 
 
 
Inserimento di m  medi geometrici tra i numeri a e b positivi e con a < b 

 
Se  x1; x2; …...... xm   sono i medi geometrici da inserire tra i numeri a e b, si ha:  

.... a ; x  ; x  ;............x  ; b1 2 m  

Applicando la ( I )  si ha  b = a qm+1    .1 m

a

b
q  

 
Es.   Inserire 4 medi geometrici tra i numeri a = 2  e  b = 64. 

Essendo    232
2

64 55 q ,  i  4 medi richiesti sono i numeri:  4,8,16 e 32. 

Nota    

  Si dimostra che il prodotto dei primi n termini  di una progressione geometrica a termini positivi è 

Pn  = n
naa ) .( 1  
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CAPITOLO 10 

LA RETTA NEL PIANO CARTESIANO 

10.1. Introduzione 

  Ogni funzione di primo grado rappresenta nel piano cartesiano Oxy una retta. 

L’equazione della  generica retta in forma implicita è  a x + b y + c = 0 ( I ) con a, b e c reali ed a e 

b non contemporaneamente nulli. 

Casi particolari  

1) Se a = 0 e b 0  l’equazione a x + b y + c = 0 diventa  b y + c = 0   y = 
b

c
 ; in tal caso la retta 

è parallela all’asse delle x. 

Es.   y = 3;  y = – 2;  y = 0 (asse x).             

0

y = -2-2

y = 3

y

y = 0

3

x

  

2) Se b = 0 e a  0 la (I) diventa a x + c = 0
a

c
x  ;in tal caso la retta è parallela all’asse y. 

Es.  x = 4;  x = – 3;  x = 0 (asse y).         

-3 0

x = 4

4

x = -3

x = 0

y

x

 

3)    Se c = 0, b  0 e a  0 la (I) diventa  a x + b y = 0   y = – 
b

a
x; in tal caso la retta passa per     

l’origine del sistema di riferimento.  

Ponendo   – 
b

a
= m   si ha  y = m x (equazione della retta in forma esplicita). 
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Esempi 

 r)  y = 
2

1
x       passa per il punto (2 ; 1),  m = ;

2

1
  

 s)  y = x           passa per il punto (3 ; 3),  m = 1 (bisettrice del 1° e 3° quadrante);   

 t)   y = 3 x        passa per il punto (1; 3),   m = 3;                                

 p)  y = – 2 x     passa per il punto (1; – 2),  m =  – 2;  

 q)  y = – x        passa per il punto (2; – 2), m = – 1 (bisettrice del 2° e 4° quadrante);   

 f)  y = – 
4

1
x    passa per il punto (4 ; – 1), m =  –   

4

1
.
                  

               

m = 

s

r

O


f

q

t
p

1
2

x

m = 

m =  -1

-2 3m = 

1m = 

y

4
1m = 

    

Nota 1.  m = – 
b

a
 dicesi coefficiente angolare della retta perché al variare di m varia 

l’angolo che la retta forma col semiasse positivo delle ascisse (cioè la pendenza della retta). 

    Essendo   m = tg ( ) si ha:   

  0°<  < 90°   m > 0 ; 

 90°<  < 180°   m < 0 ; 

   = 0°   m = 0 ; 

   = 90°   “m =  ”  ; 

  = 45°   m = 1 ;       

   = 135°   m =  – 1.    

    Nota 2.  


  lim
2

xtg
x


 e 


  lim

2

xtg
x


. 

Osservazione importante 

Da  y = m x   m
x

y
 ; in tal caso le variabili y e x si dicono direttamente  proporzionali. 
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4)  Se a,b,e c  sono tutti non nulli si ha: a x + b y + c = 0   b y = – a x – c     y =  – 
b

c
x

b

a
   

    e ponendo  – m
b

a
  e  – 

b

c
= q   si ha  y = m x + q (equazione della retta generica in forma      

     esplicita). 

Es 1.   Rappresentare nel piano cartesiano la retta di equazione y = – 2 x + 3. 

           La retta passa per i punti  A (0; 3) e B (
2

3
; 0).      

B

O

y

A

x

3

3
2

 

Es 2.  Rappresentare nel piano cartesiano la retta di equazione x – 3 y = 3.  

O

- 1 x

3

y



P
Q

 

La retta taglia gli assi cartesiani nei punti P(3; 0) e Q (0; -1).     

La pendenza della retta è  m = – 
b

a
= 3 = tg      = arc tg (3)   (71,565)°,  

essendo    l’angolo che la retta forma con il semiasse positivo delle ascisse. 
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10.2.   Risoluzione dei sistemi di equazioni di primo grado a due  incognite  

La soluzione del sistema  







cybxa

cbyax

  
è la coppia ordinata di numeri reali (x0; y0)  che verifica 

entrambe le equazioni che formano il sistema. 

Es.
     

sistema. del soluzione è  (3;1) coppia la    
72

2








yx

yx

   

Risoluzione di  un sistema con il metodo di sostituzione 

Si  esplicita una delle due equazioni rispetto ad un’incognita ( preferibilmente, se esiste, quella 

avente coefficiente unitario) e si sostituisce la funzione trovata nell’altra equazione.  

Esempio. Risolvere il sistema 
 








735

32

yx

yx

  . 

  Risoluzione: 








7)23(35

23

xx

xy
   








7695

23

xx

xy
 








97

23

x

xy
 








16

23

x

xy
   







16

23

x

xy
  









16

)16(23

x

y
 







16

323

x

y
  







16

29

x

y

.  

La soluzione del sistema è la coppia (16; – 29). 

Osservazione 

Risolvere un sistema di equazioni di primo grado a due incognite significa trovare le coordinate 

dell’eventuale punto d’intersezione delle due rette individuate dalle equazioni che formano il 

sistema. 

Esempio 

Trovare il punto d’intersezione delle rette di equazione:  

r)    2x –  5y = 10;       s)     3x + 5y = 15. 

Il punto richiesto è dato dalla soluzione del sistema 








1553

1052

yx

yx

.
 

    Risoluzione grafica del suddetto sistema  

r)    y = 
5

102 x
   passa per i punti N (0, – 2) e Q (3; – 

5

4
).     

s)   y = 
5

315 x
   passa per i punti R (1; 

5

12
) e T (0; 3).  
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-2

y

T

0

P x
5

R

N

Q-1

 

Dal grafico si deduce che  xP 5  e  yP 0 . 

Risoluzione algebrica 








1553

1052

yx

yx
   

















15)
5

102
(53

5

102

x
x

x
y

   











151023
5

102

xx

x
y   












255
5

102

x

x
y

   











5
5

105 .2

x

y
 

  







5

0

x

y
   P (5; 0). 

Osservazioni  sulla risoluzione dei sistemi lineari   

        Dato il sistema   







''' cybxa

cbyax
  si possono presentare i seguenti casi: 

  I)  se 
'' b

b

a

a
                   il sistema è determinato (le rette sono incidenti); 

 II)  se 
''' c

c

b

b

a

a
           il sistema è impossibile (le rette sono parallele); 

III)  se  
''' c

c

b

b

a

a
           il sistema è indeterminato (le rette sono coincidenti). 

10.3. Equazione della retta passante per due punti noti 

Trovare l’equazione della retta passante per i punti A(x1; y1) e B (x2; y2). 

Una retta generica in forma esplicita ha equazione y = mx + q. 

Passaggio per il punto A: y1 = m x1 + q; passaggio per il punto B: y2 = m x2 + q.  

Risolvendo il sistema 







qmxy

qmxy

22

11
si trovano i valori di m e q e quindi l’equazione della retta AB. 

Es.  Trovare l’equazione della retta passante per i punti A (2; 3)  e  B (– 1; 4).   

Sia   y = m x + q    l’equazione di una retta generica. 

Passaggio per il punto A: 3 = m 2 + q;  passaggio per il punto B: 4 = m (– 1) + q.   

Risolvendo il sistema   







4

32

qm

qm
  si trovano m e q. 
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Risoluzione del sistema: sottraendo m. a. m. le due uguaglianze si ottiene  3 m =  – 1   m =  – 
3

1
 

e sostituendo il valore di m nella prima equazione si ha:   

2 (–
3

1
) + q = 3   q = 

3

11
. Pertanto la retta  AB  ha equazione   y =  – 

3

1
x + 

3

11
. 

Altro metodo    

1)  y = m x + q  ( retta generica ); 

2)  y1 = m x1 + q ( passaggio per A ); 

3)  y2 = m x2 + q  ( passaggio per B ) .   

Sottraendo m.a.m. dalla (1) la (2) si ha: y – y1 = m (x – x1).             ( I ) 

Sottraendo m.a.m. dalla (3) la (2) si ha: y2 – y1 =  m (x2 – x1).         ( II )  

Dividendo m.a.m. la ( I ) con la ( II ) si ha l’equazione  

12

1

yy

yy




= 
12

1

xx

xx




    con x1   x2  e  y1   y2. 

Es.   A(2 ; 3) e B (– 1 ; 4) ; 
21

2

34

3






 xy

  y – 3 = 
3

2


x

  –  3 y + 9   = x –  2     

         –  x – 3 y + 11 = 0   x + 3 y – 11 = 0   y =  – 
3

1
x + 

3

11
. 

Dalla ( II ) si ha: m = 
12

12

xx

yy




 (con x1   x2); questa formula permette di trovare il coefficiente 

angolare di una retta noti due punti di essa.  

Es.    A (2; 3) e B (– 1; 4);   m = 
4

1

31

34





. 

Casi particolari 

 Se x1 = x2  la retta è parallela all’asse delle ordinate ed ha equazione x = x1. 

Es.    A (2; 3) e B (2; – 2); l’equazione della retta AB  è  x = 2. 

 Se y1 = y2   la retta è parallela all’asse delle ascisse ed ha equazione y = y1. 

Es.  C (– 2; – 3) e D (2; – 3); l’equazione della retta AB è  y = – 3.  

x = 2

y = - 3 - 3
C

- 2 O

 3

B

D

2
x

A

y

 



LA RETTA NEL PIANO CARTESIANO 

 
 

96

 

10.4. Fascio proprio di rette  

   Il fascio di rette di centro P (x1; y1) ha equazione y – y1 = m (x – x1) [equazione (I)]  

   ed essendo m =  – 
b

a
 si ha: y – y1 =  –

b

a
 (x – x1)   a (x – x1) + b (y – y1) = 0 .  

P

 

Es.  Il fascio di centro P (–2; 6) ha equazione  y – 6 = m (x + 2).                                                                                           

Nota. Al variare di m  nei reali la retta ruota attorno al punto P e per ogni valore finito di m si 

ottiene una retta del fascio, mentre per m   si ottiene la retta  

x = x1  perpendicolare all’asse delle ascisse. 

10.5. Fascio improprio di rette  

L’equazione a x + b y + c = 0, se m =  –
b

a
 è costante e c variabile rappresenta   

un fascio di rette parallele.  

o
Po

 

Sono fasci di rette parallele:                                                                                                                                    

     3 x + 7 y + k = 0 ;  5 x – 2 y + t – 3 = 0 ;  (k – 1) x + 2 (k  – 1) y + 3 = 0.   

Nota 1 

 (k -1) x + 2 (k -1) y + 3 = 0  è un fascio di rette parallele perché m = – 
2

1

)1(2

1





k

k
( è costante ). 

Nota 2 

   L’equazione ( 2 s – 1) x + (4 – s) y + s – 3 = 0 rappresenta un fascio di centro proprio perché   

  m = 
4

12




s

s
 = f (s) varia al variare del parametro s nei reali.          

Per trovare il centro di un fascio basta trovare il punto d’intersezione tra due rette qualsiasi del 

fascio, ottenute attribuendo due valori numerici qualsiasi al parametro.   

Es. Trovare il centro del fascio di equazione: (2 s – 1) x + (4 – s) y + s – 3 = 0. 

Per s = 0 si ha la retta   – x + 4 y – 3 = 0; per s = 2 si ha la retta 3 x + 2 y – 1 = 0.  
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0123

034




yx

yx
   













7

5
7

1

y

x
  e quindi il centro del fascio è P (- )

7

5
;

7

1
.                            

Osservazione 

     Sia f (x; y; k) = 0 una famiglia di funzioni (equazioni); per trovare i punti base della famiglia 

basta risolvere l’equazione f (x; y; k) = 0 rispetto al parametro k ed imporre che l’equazione 

ottenuta nell’incognita k risulti indeterminata.  

Esempio 

Trovare il centro del fascio di equazione: (2 s – 1) x + (4 – s) y + s – 3 = 0.  

Si ha  2 s x – x + 4 y – s y + s – 3 = 0   (2 x – y + 1) s = x – 4 y + 3.  

Questa equazione è indeterminata se  







034

012

yx

yx
 . 

Risolvendo il sistema si trova  ol punto P( )
7

5
;

7

1
  (centro del fascio).   

Le rette che formano il suddetto sistema si dicono generatrici del fascio. 

Il fascio di rette le cui generatrici sono ax+by+c = 0  e  a’x+b’y+c’ = 0  ha equazione: 

ax + by + c + k ( a’x + b’y + c’ ) = 0 

Es. Trovare il fascio di rette le cui generatrici sono le rette di equazione  3 x – 2 y – 7 = 0   e  

      7 x – 6 y – 1 = 0. 

L’equazione del fascio richiesto  è   (3 x – 2 y – 7) + k ( 7 x – 6 y – 1) = 0. 

10.6. Condizione di parallelismo tra rette 

O

y

 

r

x

s

(con )   

Date le rette :                                                     

r)   a x + b y + c = 0;      y = m x + q ;                                  

s)  'a x + 'b y + 'c  = 0;   y = m’ x + 'q .   

Si dimostra che: r // s   m = m’   
'' b

b

a

a
  (condizione di parallelismo tra rette). 
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10.7. Condizione di perpendicolarità tra rette 

Si dimostra che: r   s   m . m ‘ =  – 1   0   ''  bbaa (condizione di  perpendicolarità tra  rette)  

s

r

90°

 

Es.        2 x + 3 y = 4  e  4 x + 6 y =  – 1    sono parallele;  

             y = 2 x – 4  e  y =  – 2
2

1
x          sono perpendicolari. 

Nota. Dati i punti A(x1; y1) e B (x2; y2) abbiamo visto che il coefficiente angolare della retta AB  è 

ABm  = 
12

12

xx

yy




                         

x

O

y

y

y

2

1
A

x1

B'

H


x
2

A''

B''

A'

B
r

  

Dalla figura si deduce: BH = y2 – y1 e AH = x2 – x1   

AH

BH
= 

12

12

xx

yy




= tg ( ) da cui si ha  

mAB = tg ( )    = arc tg (mAB). 

 

Problema 1  

Data la retta r di equazione 3 x – 5 y  – 10 = 0  e  il punto P (3; – 2).  

Trovare: 

1)  la retta passante per il punto P e parallela alla retta r ; 

2)  la retta passante per il punto P e perpendicolare alla retta r. 

Sia  y + 2 = m (x – 3)  il fascio di rette di centro P(3;-2).  

Per  m = mr  = 
5

3
  si ottiene la retta  s // r ,  la cui equazione è y + 2 = )3(

5

3
x . 

Per  m = – 
rm

1
=  –

3

5
 si ottiene la retta t r, la cui equazione è y + 2 = – 

3

5
 (x – 3).  
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s

rP

t

 

 

Problema 2 

     Trovare l’equazione dell’altezza relativa al lato AB del triangolo individuato dai punti   A (6; 1), 

 B (– 3; 4) e C (0; – 2). 

O
A

x

B

y

C

t

 

Il coefficiente angolare della retta AB  è   ABm  = 
63

14




=  – 
3

1
.                     

Il fascio di rette di centro C(0; – 2)  è  y + 2 = m (x – 0) e la retta passante per il punto C 

perpendicolare alla retta AB ha coefficiente angolare m =  – 
ABm

1
= + 3.  

Pertanto l'equazione della retta richiesta è  y + 2 = 3 x  y = 3 x – 2. 

10.8. Distanza di un punto da una retta 

Data la retta r di equazione ax + by + c = 0 e P (xo; yo) un punto del piano cartesiano.  

P

H

r

 

Si dimostra che: d (P; r) = PH = 
22

0

ba

cbyax o




.                       
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Osservazioni 

 PH  = 
22 ba

cbyax oo




     se  b > 0 e P è “sopra” la retta r. 

 PH  = – 
22 ba

cbyax oo




   se  b > 0 e P è “sotto” la retta r. 

Es.   r :  5 x – 7 y – 10 = 0  e  P (1; 2) .Si ha : d (P; r) = 
74

19

)7(5

102.71.5
22







= 

74

19
. 

 

Problema 

Trovare l’area del triangolo di vertici    A(– 6; 2), B (3; 6) e C (1; 2).  

1° metodo 

A
C

O

K

y

H

B

x

 

b = AB = 2
21

2
21 )()( yyxx  = 22 )62()36(  = 1681 = 97 .    

 

Equazione della retta AB:   
63

6

26

2






 xy

   
9

6

4

2 


 xy
9 (y – 2) = 4 (x+ 6)    

  – 4 x + 9 y  – 42 = 0 ; h = CH = 




8116

42184
 

97

28
   Ar = hb.

2

1
= 

2

1
97  

97

28
 = 14.  

 

2° metodo 

Assumendo, invece, come base AC si ha: AC = xC – xA = 1 + 6 = 7;  

BK = yB – yK  BK = 6 – 2 = 4  Ar = 
2

4.7
= 14. 

Pertanto se un lato del triangolo è parallelo ad uno degli assi cartesiani conviene assumere tale 

lato come base. 

Osservazione importante  

Se le coordinate dei vertici del triangolo (o di un poligono) sono numeri razionali l’area è un 

numero razionale.    
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10.9. Cenni sulle disequazioni lineari a due incognite 

Sono del tipo a x + b y + c  0  con  b > 0.  

Se  a x + b y + c = 0   è  l’equazione della generica retta r in figura si ha: 

1)  a x + b y + c > 0   è verificata da tutti i punti del semipiano   ”sopra“ la retta r ; 

2)  a x + b y + c < 0   è verificata da tutti i punti  del semipiano '  ”sotto“ la retta r. 

Es 1.   2x – 3y + 6 > 0   – 2x + 3y – 6 < 0  è verificata da tutti i punti P (x;y) ' ;  

mentre la disequazione   – 2 x + 3 y  –  6 > 0  è verificata da tutti i punti P(x;y)  . 














r

 

Es 2.    x >   è verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano alla destra della retta r  di 

equazione x = ; mentre   x <   è verificata da tutti i punti P(x; y) che si trovano alla sinistra della 

retta r  di equazione x =  . 

x > 
r

y

O 
x

 

Es 3.   y > '  è verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano “sopra” la retta r’ di 

equazione  y = ' ;  y < '   è verificata da tutti i punti P(x; y) del piano che si trovano “sotto” la retta 

di equazione  y = ' . 

y

'

O
x

r '

 y > '  
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CAPITOLO 11 

LE CONICHE 

11.1.  Introduzione 

La più generale equazione di una conica ridotta  in forma normale è del tipo: 

a x2 + b x y + c y2 + d x + e y + f = 0 con a, b e c numeri reali non contemporaneamente nulli. 

 = b2 – 4 a c    si dice discriminante della conica. 

Si possono verificare i seguenti casi: 

1)    se   < 0   la conica è un’ellisse; 

2)    se   > 0   la conica è un’iperbole;  

3)    se   = 0   la conica è una parabola. 

     

ass
e

Ellisse
C

asse
Iperbole

as
in

to
to

C

asintoto

              

P1

2P

Parabola

 

Es 1.  x2 – 4 x y – y2 – 2 x + 3 y  – 1 = 0;  = 16 + 4 = 20 > 0, quindi è un’iperbole. 

Es 2.  4 x2 + 4 x y + y2 – x – y  – 1 =0;   = 16 – 16 = 0, quindi è una parabola.  

Es 3.  x2 + x y + 6 y2 – x + 2 y + 2 = 0;   = 1 – 24 = – 23 < 0, quindi è un’ellisse. 

 

Osservazioni 

 L’ellisse e l’iperbole presentano centro al finito,mentre la parabola ha il  centro  all’infinito. 

 Se nell’equazione di una conica manca il termine noto la conica passa per  l’origine degli 

assi cartesiani. 
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11.2.     La posizione di una retta rispetto a una conica.  

             Sistemi di equazioni di secondo grado con due incognite 

 

Il grado di un sistema è dato dal prodotto dei gradi delle equazioni che lo costituiscono. 








33

22

yx

yx
 è di 1°grado;








2

5
23

2

yx

yx
 è di 6°grado; 








5

3
22 yx

yx
 è di 2° grado. 

Il più generale sistema di secondo grado di due equazioni con due incognite ridotto in forma 

normale è del tipo: 








0

0
22 feydxcybxyax

pnymx
         ( I ) 

con a,b e c reali non contemporaneamente nulli. 

Il suddetto sistema si risolve per sostituzione. 

Procedura 

   Si ricava dall’equazione di 1° grado la x o la y, si sostituisce tale espressione nell’equazione di 

2° grado e si ottiene un’equazione del tipo A x2 + B x + C = 0  (oppure Ay2 + B y + C = 0).  

Si possono verificare i seguenti casi: 

1)   se  = B2 – 4AC > 0  il sistema ammette due soluzioni reali distinte; 

2)   se    = 0  il sistema ammette due soluzioni reali coincidenti; 

3)   se  < 0  il sistema non ammette soluzioni reali. 

Es.







023

02
2 xxy

yx
 








02.2)2(3

2
2 yyy

yx
   y – 12 y2 + 4y  = 0   –12y2 + 5 y = 0   

     y (12 y – 5) = 0  y1 = 0 e y2 = 
12

5
 e quindi  x1 = 0  e  x2 = 

6

5
.  

 Pertanto le soluzioni sono le coppie (0;0) e (
6

5
; 
12

5
). 

Significato geometrico 

Risolvere un sistema di secondo grado a due incognite significa trovare gli eventuali punti 

comuni ai grafici di una retta e di una conica. 

    Se   A x2 + B x + C = 0 (oppure Ay2 + B y + C = 0)  è l’equazione risultante dal sistema ( I ) si 

possono verificare i seguenti casi:  

   1)    se   ACB 42    > 0   la retta è secante la conica;                                       

   2)    se   = 0     la retta è tangente alla conica;                                                                            

   3)    se     < 0    la retta è esterna alla conica.    
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1P

2P

1P P2

 

r r r

 

 

Osservazione  

Il termine conica deriva dal fatto che tali curve si ottengono come sezione della superficie di un 

bi-cono indefinito con un piano. 

 

Osservazioni 

 Se l’equazione a x2 + b x y + c y2 + d x + e y + f = 0  è riducibile, ovvero si può scrivere nella 

forma (a1  x + b1 y + c1 ) ( a2 x + b2 y + c2 ) = 0, la conica si spezza in due rette e dicesi 

degenere. 

 Se la conica passa per l’origine degli assi cartesiani,l’equazione della tangente nell’origine 

si ottiene uguagliando a zero i termini di primo grado. 

Es.   2 x2 + 6 x y –  5 y2 –  3 x + 4 y = 0,  la tangente nell’origine ha equazione   – 3 x + 4 y = 0       

           y = .
4

3
x  
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11.3.  La circonferenza 

Def. La circonferenza è il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto  fisso, 

detto centro. Tale distanza si dice raggio della circonferenza.  

O

y

x

C

P ( x ; y )

 

Se C ( );  è il centro ed r il raggio, il generico punto P(x; y) 2R  appartiene alla circonferenza se 

PC = r   
2

PC  = r2   (x  –  )2 + (y –  )2 = r2
  .   ( * ) 

Es.  Trovare l’equazione della circonferenza di centro C (1 ; 2) e raggio 7 . 

La circonferenza richiesta ha equazione: (x – 1)2 + (y – 2)2 =  27   x2 – 2x +1+ y2 - 4y + 4 = 7    

  x2 + y2 – 2x – 4y – 2 = 0. 

Dalla (*) sviluppando ed ordinando si ha: x2 + y2 – 2  x – 2  y + 2 + 2  – r2 = 0;  

ponendo  –2 = a, – 2 = b e 2 + 2  – r2 = c  si ottiene l’equazione della circonferenza generica     

   

 x2 + y2 + a x + b y + c = 0  

   

Essendo  – 2 = a, – 2   = b  =  – 
2

a
 e  =  – 

2

b
   ).

2
;

2
(

ba
C   

Essendo 2 + 2  – r2 = c   r = c 22  = 
2

1
cba 422  . 

La circonferenza è reale se a2 + b2 – 4 c > 0. 

Se  a2 + b2 – 4 c = 0   r = 0  la circonferenza si riduce ad punto. 

Se  a2 + b2 – 4 c < 0    la circonferenza è immaginaria. 

Es. Trovare il centro e il raggio della circonferenza di equazione:  

x2 + y2 – 6x + 8 y – 1 = 0. 

Si ha:  =  – 
2

a
= 3; =  –  

2

b
=  – 4   C (3; – 4),  

r = 
2

1
4)8()6( 22  = 

2

1
46436  = 

2

1
104  = .26  
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Casi particolari 

1.   Se c = 0              la circonferenza passa per l’origine O (0; 0). 

2.   Se a = 0              la circonferenza ha il centro sull’asse delle ordinate. 

3.   Se b = 0              la circonferenza ha il centro sull’asse delle ascisse. 

4.   Se a = b = 0        la circonferenza ha il centro nell’origine O (0; 0).  

5.   Se a = c = 0        la circonferenza è tangente all’asse delle x in O. 

6.   Se b = c = 0        la circonferenza è tangente all’asse delle y in O. 

7.   Se a = b = c = 0  la circonferenza ha equazione x2 + y2 = 0  ed ha un solo punto reale O(0;0). 

Osservazioni 

   L’equazione  x2 + y2 + a x + b y + c = 0  dipende dai tre parametri a, b e c,  occorrono quindi 

tre condizioni indipendenti per trovare l’equazione della circonferenza. 

1.   Dare le  coordinate di un punto della circonferenza equivale ad una condizione. 

2.   Dare le coordinate del centro della circonferenza equivale a due condizioni. 

3.   Dare il raggio della circonferenza equivale ad una condizione. 

4.   Dare l’equazione di una retta tangente alla circonferenza equivale ad una  condizione. 

Esempio 

  Trovare l’equazione della circonferenza passante per i punti A(2;–1) e B (–3; 2)   e avente il 

raggio  r = 5. 

1. Passaggio per A:  22 + (–1)2 + 2 a – b + c = 0  (1a equazione). 

2. Passaggio per B:  (–3)2 + 22 – 3 a +2 b + c = 0  (2a equazione). 

3. r = 5   cba 4
2

1 22  = 5  (3a equazione).  

Risolvendo il sistema formato dalle tre equazioni si trovano a, b e c e quindi  l’equazione della 

circonferenza. 

11.4. La posizione di una retta rispetto a una circonferenza. 

Per trovare gli eventuali punti d’intersezione di una retta ed una  circonferenza basta risolvere il 

sistema  







022 cbyaxyx

qmxy
  

Sostituendo l’espressione  della y ricavata dalla 1a equazione nella 2a equazione si ottiene 

un’equazione del tipo   A x2 + B x + C = 0  con A, B e C  funzioni dei parametri a; b, c, m e q. 

Si possono verificare i seguenti casi: 

    1)   se  = B2  – 4 AC > 0  la retta è secante la circonferenza (OH < r);                                          

    2)   se  = 0    la retta è tangente alla circonferenza (OH = r);                                                 

    3)   se    < 0  la retta è esterna alla circonferenza (OH > r).                                                                            
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B

O

A

H

          

O

BA H

            

O

H

 

                     secante                          tangente                             esterna 

Esempio 1 

 Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione  

       x2 + y2  – 4 x = 0   condotte dal punto P (– 3; 0). 

La circonferenza ha il centro nel punto  C(2;0) e raggio r = 2. 

1° metodo  

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione della 

circonferenza ed imponiamo la condizione di tangenza. 








0 x 4  - y  x

)3( 0
22

xmy
   x2 + m2 (x + 3)2  –  4 x = 0   x2 + m2( x2 + 6 x + 9 ) –  4 x = 0    

x2 + m2 x2 +  6 m2 x + 9 m2  –  4 x = 0   (1 + m2) x2 + 2 (3 m2 – 2) x +  9 m2 = 0. 

Condizione di tangenza: 
4


= 0   (3 m2 – 2)2 – 9 m2(1 + m2 ) = 0 9 m4 + 4  – 12 m2 – 9 m2 + 

–  9 m4 = 0   – 21m2 + 4 = 0   m = 
21

4
=    = 

21

212
. 

Pertanto le tangenti richieste sono le rette di equazione  y =   
21

212
(x + 3).  

cO

H

P

- 3
x

y

H

t 2

2

1t  

2° metodo 

Sia  m x – y + 3 m = 0 il fascio di rette di centro P, affinchè questa retta sia tangente  alla 

circonferenza la sua  distanza  dal centro   deve essere uguale al raggio r .  

Pertanto imponiamo che:  

rCH  = 
1

302.
2 



m

mm
 = 2   4

1

25
2

2


m

m
   21m2 – 4 = 0   m = 

21

212
.     

Quindi le equazioni delle tangenti richieste sono  y =   
21

212
(x + 3). 
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Esempio  2 

Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione x2 + y2 – 4 x = 0  condotte dal 

punto P(4;3). 

c
O

H P

x

y

t 2

2

1t

4

 

La circonferenza ha il centro nel punto  C(2;0) e raggio r = 2. 

Il fascio di centro P ha equazione  y – 3 = m ( x – 4); le rette del fascio  sono tangenti alla 

circonferenza se  hanno  distanza  dal centro  uguale al raggio.  

Pertanto imponiamo che: rCH   2CH   2
1

 432 
2






m

mm
  

 
4

1

23
2

2





m

m
    

9 +4m2 – 12  m = 4m2 + 4   9 – 4 = 12m   m1 = 
12

5
, l’altra soluzione  m2  è  infinita  perché  

t2  è  perpendicolare all’asse x. 

Quindi le equazioni delle tangenti richieste sono   x = 4  e  y – 3 = )4(
12

5
x . 

Esempio  3 

Trovare le equazioni delle tangenti alla circonferenza di equazione x2 + y2  = 4     

condotte dal punto P (– 2; 2 ). 

La circonferenza ha il centro nell’origine O(0;0) e raggio r = 2. 

Le tangenti richieste sono le rette del fascio di centro P che hanno distanza 2 dal centro della 

circonferenza. Dall’esame del grafico si deduce che  le equazioni delle tangenti richieste sono 

y = 2  e  x =  – 2 

y

xO

y = 2

x = - 2

P

 

Osservazione 

Per trovare l’equazione della tangente alla generica circonferenza di centro C in un suo  punto 

P basta trovare l’equazione della retta passante per il punto P  perpendicolare alla retta PC.  
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11.5. La parabola 

Def. La parabola è il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso, detto 

fuoco, e da una retta detta direttrice. 

Parabola con asse di simmetria parallelo all’asse delle ordinate. 

Siano );( FF yxF  le coordinate del  fuoco e y = d   l’equazione della direttrice.  

Sia H(x;d) la proiezione ortogonale di un  generico punto P (x; y) del piano cartesiano sulla retta  

y = d. Il punto P(x;y) appartiene alla parabola   se  PF = PH                                                  

y = 

P (x;y)

o
asse

v

F

H

y



d

x

 

 22 )()( FF yyxx   = dy     (x – xF)2 + (y – yF)2 = (y – d)2   

 y = 
)(2)(2

1 222
2

dy

dyx
x

dy

x
x

dy F

FF

F

F

F 








 e  ponendo: ;
)(2

1
a

dy F




  
dy

x

F

F


  = b  e  

c
dy

dyx

F

FF 



)(2

222

  l’equazione della parabola diventa: 

0acon    2  cbxaxy
  

 Se a > 0 la parabola volge la concavità verso “l’alto”; se a < 0 verso il “basso”. 

Si dimostra che il vertice e il fuoco della parabola  hanno coordinate:   














a
y

a

b
x

V

V

4

2 ;        













a
y

a

b
x

F

F

4

1
2 ; 

x = –
a

b

2
 è l’equazione dell’asse   e  y = 

a4

1 
  è l’equazione della direttrice. 

 

Esempio 1    

Data la parabola di equazione 

y = 2 x2 –  5 x – 1 

determinare il vertice, il fuoco, l’equazione dell’asse di simmetria e l’equazione della direttrice.  
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Le coordinate del vertice,del fuoco,l’equazione dell’asse e della direttrice sono rispettivamente : 

xV = – 
a

b

2 4

5
 ; = 25 + 8 = 33; yV  = – 


a4 8

33
 ;  yF = 4 

8

331



;V (

4

5
; – 

8

33
) ; F (

4

5
; – 4);  

x = 
4

5
 ( è l’asse) e y =  – 

4

17
 ( è  la direttrice) . 

Esempio 2    

 Rappresentare  nel piano cartesiano Oxy la parabola di equazione  

y = – x2 + 4 x – 3 

dopo aver trovato il vertice ed i punti d’intersezione con gli assi cartesiani. 

Le coordinate del vertice sono:  

xV  = – 
a

b

2
– 2

2

4



; yV  = f ( 2 ) = – 4 + 8 – 3 = +1  V ( 2; 1). 

Intersezione con gli assi cartesiani: 







y) (asse  0

342

x

xxy
  C( 0; –3). 








 x)(asse  0

342

y

xxy
  – x2 + 4 x – 3 = 0   

x2 – 4 x + 3 = 0; 41216  ;  x1 = 1  e x2 = 3   A( 1 ; 0 ) e B ( 3 ; 0 ). 

                                              

o

y

1 3 x

V

A B

C - 3

       a <  0 

Osservazione 

  Il coefficiente a del termine quadratico determina l’apertura della parabola. 

Casi particolari 

1)  c = 0 e b 0   la  parabola ha equazione y = a x2 + b x , passa per l’origine degli assi e se        

a>0 il grafico è del tipo:           

y

xo

     a>0 

2)  Se b = 0 e c 0     la parabola ha equazione  y = a x2 + c, il suo vertice V (0; c) y .     
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x
o

y

v

 a < 0 

3)  Se b = c = 0   la parabola ha equazione   y = a x2  ed  ha il vertice nel punto V(0;0).  

x
v

y

con a < 0 

4)  Se = b2 – 4ac > 0  la parabola taglia l’asse delle ascisse in due punti distinti.  

                                 a > 0                                              a < 0 

o

y

x1x 2 x
o

x1

y

xx2

 

5)  Se = 0  la parabola è tangente all’asse delle ascisse.      

a < 0 

2

y

o
1x =

V

x x
2

y

o 1x =

V

x
x

a > 0 

6)  Se < 0  la parabola non taglia l’asse delle ascisse.               

a < 0

o
x

y

o
x

y

a > 0 
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Osservazioni 

L’equazione di una generica parabola con asse parallelo all’asse y (o all’asse x) dipende da tre 

parametri  a, b e c;  occorrono quindi tre condizioni indipendenti per trovarne l’equazione. 

1.  Dare un punto della parabola equivale ad una condizione. 

2.  Dare le coordinate del vertice equivale a due condizioni. 

3.  Dare le coordinate del fuoco equivale a due condizioni. 

4.  Dare l’equazione dell’asse equivale ad una condizione. 

5.  Dare l’equazione della direttrice equivale ad una condizione. 

6.  Dare l’equazione di una retta tangente alla parabola equivale ad una condizione. 

N.B.   Ogni condizione imposta si traduce in un’equazione nelle incognite a, b e c. 

Esempio 

  Trovare l’equazione della parabola con asse parallelo all’asse delle ordinate, di vertice   V (1; – 2)  

e passante per il punto A (4; 0). 

La generica parabola con asse parallelo all’asse delle ordinate ha equazione 

y = a x2 + b x + c    con a 0 . 

1a  condizione: – 1
2


a

b
;  

2a  condizione: – 2
4

42




a

acb
;             

3a  condizione: passaggio per A    0 = a 42 + b 4 + c. 

Risolvendo il sistema  























0416

2
4

4

1
2

2

cba
a

acb
a

b

  

si trovano  a, b, c  e  quindi l’equazione della parabola. 

11.6. La posizione di una retta rispetto a una  parabola. 

Per trovare gli eventuali punti d’intersezione di una la retta con una  parabola basta risolvere il 

sistema  







cbxaxy

qmxy
2   .  

Dal confronto delle due uguaglianze si ottiene l’equazione a x2 + (b – m)x+c – q = 0.  

Si  possono verificare  i seguenti casi: 

 1)  se  0)(4)( 2  qcamb   la retta è secante la parabola;        

 2)  se = 0   la retta è tangente alla parabola;           

 3)  se < 0   la retta è esterna alla parabola.  
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o

retta secante

> 0

y

r

x

         

y

retta tangente

o

= 0
x

r o

retta esterna

< 0

y

x

r

 

Esempi 

1. Trovare le coordinate dei punti d’intersezione della parabola di equazione  y = x2 – 2 x   con 

la retta  y = .
2

1
x   

 La parabola ha il vertice nel punto  V (1, – 1) e taglia l’asse x nei punti O ed A (2;0). 

Per trovare i punti richiesti basta risolvere il seguente  sistema: 











xxy

xy

2
2

1

2
   x2 – 2 x = 

2

1
 x   2x2 – 4x = x   2x2 – 5x = 0   x (2x – 5) = 0    x1 = 0  e   

x2 = 
2

5
 e quindi  y1 = 0  e  y2 = .

4

5
   

Pertanto i punti d’intersezione sono  O( 0;0 )  e  P ( ;
2

5

4

5
 ).   

o

y

r

x
2

A

P

 

2. Trovare le equazioni delle tangenti alla parabola, di equazione y = x2 – 2, condotte dal punto  

       P  (0; – 4). 

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione della 

parabola ed imponiamo la condizione di tangenza. 
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2

4
2xy

mxy
  x2 – 2 = m x – 4   x2 – m x + 2 = 0. 

Condizione di tangenza: 0  m2 – 8 = 0   m = 22 . 

Quindi le tangenti richieste hanno equazione  y = 22 x – 4. 

3. Trovare l’equazione della tangente alla parabola  y = x2, parallela alla retta r di equazione y = x. 

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di rette parallele alla retta r  e dalla 

equazione della parabola ed imponiamo la condizione di tangenza. 








2xy

kxy
  x2 = x+ k x2 – x – k = 0. Condizione di tangenza:   1+ 4k = 0   k = 

4

1
 . 

Pertanto l’equazione della tangente richiesta  è  y = x –  .
4

1
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11.7. Parabola con asse parallelo all’asse delle ascisse 

Applicando alla parabola  y = ax2 + bx+ c  la sostituzione associata alla simmetria rispetto alla 

retta y = x  si ottiene l’equazione 

x = ay2 + by+ c   con a 0 . 

Pertanto le coordinate del vertice e del  fuoco sono:  

 













a
x

a

b
y

V

V

4

2
 e      














a
x

a

b
y

F

F

4

1
2   

mentre  y =  – 
a

b

2
 è l’equazione dell’asse  e   x = 

a4

1 
  è l’equazione della direttrice. 

o x

y

v F asse

 

 Se a > 0 la parabola volge la concavità verso destra e se a < 0 verso sinistra. 

Esempio 

     Data la parabola di equazione 

x = – y2  + 3 y – 2 

determinare il vertice, il fuoco, l’equazione dell’asse di simmetria, l’equazione della direttrice e 

disegnarne il grafico.   

Si ha : = 9 – 8 = 1; yV  = yF = – 
a

b

2
= 

2

3
; xV  = – 

a4


 = + 

4

1
  xF = 

a4

1 
= 0, V(

4

1
;
2

3
) ;F(0; 

2

3
); 

y = 
2

3
(asse) ; x = 

4

11




  e  x = + 
2

1
(direttrice). 

y

xo

1

2

- 2

v
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11.8.  L’ellisse 

Def. L’ellisse è il luogo geometrico dei punti del piano per i quali è costante la somma delle 

distanze da due punti fissi, detti fuochi. 

Scegliendo come asse delle ascisse la retta passante per i due fuochi  F1 (- c; 0) ed F2 (c; 0)  ed 

indicando con 2a la costante, il generico punto P(x; y) 2R  appartiene all’ellisse se  

 21 PFPF  costante           2222 00  ycxycx = 2a. 

Razionalizzando,sommando i termini simili e ponendo a2 – c2 = b2  si ottiene l’equazione    

 b2x2 + a2y2 = a2b2  che divisa  per  a2b2 diventa 
   

    

 

 

   

A 1F

y

2
o

B

B

F xA1 2

1

2
P (x;y)

 

Osservazioni 

1)   La curva è simmetrica rispetto agli assi cartesiani e quindi rispetto all’origine. 

2)   L’ellisse taglia gli assi cartesiani nei punti A2(a; 0); A1
 (-a; 0); B2 (0; b) e B1(0;-b). 

3)  21 AA = 2a  è la  misura dell’asse maggiore;  21BB = 2 b  è la misura dell’asse   minore e quindi    

      aOA 2  e bOB 2  sono le misure dei semiassi. 

4)  Essendo a2 – c2 = b2  c = 22 ba     0  ;22 baF  .  

5)  cFF 221   dicesi distanza focale. 

6)  Il rapporto  
maggiore  asse

focale tan zadis
 = 

21

21

AA

FF
  = 

a

c

2

2
 = 

a

c
= e < 1 si dice eccentricità  dell’ellisse. 

N.B.   L’ eccentricità ci da notizie sullo schiacciamento dell’ellisse. 

In particolare, se a = b   e = 0  si tratta di una circonferenza. 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
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Es. 
9

2x
+ 

4

2y
= 1, a2 = 9 3 a , b2 = 4   b = 2, c = 49  = 5 , e = 

3

5
,   F ( 0) ; 5 . 

Osservazione 

Se a < b i fuochi si trovano sull’asse delle ordinate e si ha:  

F (0; c ),   c = 22 ab   ed  e =
b

c
. 

1F

o

2F

y

x

 

Es. 1
259

22


yx

, a2 = 9 a = 3, b2 = 25   b = 5, c = 925 = 4, e = 
5

4


b

c
 e  F (0; )4 . 

11.9. La posizione di una retta rispetto a un’ellisse 

Per quanto riguarda lo studio della posizione di una  retta rispetto all’ellisse valgono le stesse 

considerazioni precedentemente fatte nel paragrafo 11.2 relative alla posizione di una retta  

rispetto ad una conica.  

Es. Trovare le equazioni delle tangenti all’ellisse di equazione x2 + 4 y2 = 1        

       condotte dal punto P ( - 2; 0 ). 

Consideriamo il sistema formato dall’equazione del fascio di centro P e dall’equazione dell’ellisse 

ed imponiamo la condizione di tangenza. 








14

)2(
22 yx

xmy
x2 + 4 m2( x + 2)2 = 1   x2 +  4 m2 (x2 + 4 x+ 4) – 1 = 0  

 (1 + 4 m2) x2 +16 m2x +16 m2 – 1 = 0. Condizione di tangenza: 

4

 0   

64m4 – (1 + 4 m2)(16 m2 – 1= 0   64m4 – 16 m2 + 1 – 64 m4 + 4 m2 = 0 12m2 = 1    

m = 
6

3
 . 

 Pertanto le tangenti richieste sono le rette di equazione y = 
6

3
 ( x + 2). 
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11.10.   L’iperbole 

Def. L’iperbole è il luogo dei punti del piano per i quali è costante la differenza delle distanze da 

due punti fissi, detti fuochi.     

Fov v

y

xF 21 1 2

P (x;y)

 

Scegliendo come asse delle ascisse la retta passante per i due fuochi  F1 (- c; 0) ed F2 (c; 0)  ed 

indicando con  2a  la costante, il generico punto P(x; y) 2R  appartiene all’iperbole se  

     21 PF- PF  = costante            2222 00  ycxycx  = 2a.  

Razionalizzando, sommando i termini simili e ponendo c2 – a2 = b2  si ottiene l’equazione   

 b2x2 – a2 y2 = a2 b2  che divisa per  a2 b2  diventa    

1
2

2

2

2


b

y

a

x
        ( I ) 

                                                          

 essendo c = 22 ba    F ( 22 ba  ; 0), mentre  aVV 221   è la misura dell’asse trasverso. 

Osservazioni 

1)  La curva è simmetrica rispetto agli assi cartesiani e quindi rispetto all’origine.  

2)  L’iperbole taglia l’asse delle ascisse nei punti (vertici) V2 (a; 0), V1
 (– a; 0) . 

3)  L’asse x dicesi asse trasverso e l’asse y non trasverso. 

4)  Le rette y =  x
a

b
 sono le equazioni degli asintoti dell’iperbole.                               

5)  Essendo cFF 221  > 2 a  la distanza focale, l’eccentricità è  e = 
a

c

2

2
 = 1

a

c
 . 

Osservazione 

 La retta y = mx + q  è asintoto di f(x) se .0)]()([lim 


qmxxf
x
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Es.  Determinare i vertici, i semiassi, i fuochi, gli asintoti e l’eccentricità dell’iperbole  di 

equazione  x2 – 4 y2 = 9. 

L’equazione dell’iperbole in forma canonica è  1

4

99

22


yx

. 

Pertanto si ha :  a = 3 ; b = 
2

3
 ; c = 5

2

3

4

9
922  ba  ; F( )0;5

2

3
 ; 

53 221  cFF  ; V( 3 ; 0) ; y = x
2

1
 ( asintoti) ed  e = .

2

5

6

53

2

2


a

c
 

Nota 

 Se i fuochi sono sull’asse delle ordinate l’equazione dell’iperbole diventa         

1
2

2

2

2


b

y

a

x

      
( II )       

In tal caso l’asse trasverso è l’asse delle ordinate.  

 Si ha: V ( 0; )b ; F( 0; c );  e = 
b

c

2

2
= 1

b

c
  e  y = x

a

b
  sono gli asintoti . 

                                         

v '  

F '

o

y

v

F

x

 

 

Se a = b  l’iperbole si dice equilatera.In tal caso la ( I ) diventa  x2 – y2 = a2   con  F( a ;2 0 ) e 

)0 ; ( aV  ;  la ( II ) diventa  x2 – y2 = – a2   con  F(0; )2a e  

V( 0; )a , entrambe aventi per asintoti  le rette y = x  e l’eccentricità  e = .2  

              x2 – y2 = a2   

Fov' v

y

xF'

     

F'

o

F

v'

v

y

x

 x2 – y2 = – a2    
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L’iperbole equilatera riferita ai propri asintoti 

L’equazione dell’iperbole equilatera x2 – y2 =  a2, con una rotazione di  45° in senso orario 

diventa   x y = 
2

2a
; con una rotazione di 45° in senso antiorario diventa   x y = –  

2

2a
. In ogni caso 

l’equazione xy = k ( con k =  
2

2a
  ) rappresenta nel piano cartesiano un’iperbole equilatera riferita 

ai propri asintoti. 

   Per  k > 0  si ha:  F  kk 2;2   e  V  kk  ;  . 

Per  k < 0  si ha : F ' ( - 2 k  ; - 2 k  )  e  V ' ( - k  ; - k   )  
. 

v

F'

F F'

F

o

y

x

v' v

v'

 

Osservazioni 

 se k > 0 il grafico dell’iperbole si trova nel 1° e 3° quadrante; 

  se k< 0 il grafico dell’iperbole si trova nel 2° e 4° quadrante. 

N.B.  Se  x y = k  le variabili x e y si dicono inversamente proporzionali. 

11.11.   La posizione di una retta rispetto a un’iperbole.  

Per quanto riguarda lo studio della posizione di una  retta rispetto all’iperbole valgono le stesse 

considerazioni precedentemente fatte nel paragrafo 11.2  relative alla posizione di una retta  

rispetto ad una conica.  

 
 

 

       

 

 

 

 



LE CONICHE 

 
 

121

 

 

11.12.    Ricerca della tangente in un punto di una conica col metodo  dello  

                                                    sdoppiamento 

 

  L’equazione della tangente alla generica  conica di equazione  

a x2 + b x y + c y2 + d x + e y + f = 0 

nel suo punto P (x0; y0) si ottiene sostituendo nell’equazione della conica : 

 x2    con     x0 x ; 

 y2    con     y0 y ; 

 x     con  )(
2

1
0xx   ;                   

 y     con      )(
2

1
0yy  . 

   Es 1. Trovare l’equazione della tangente all’ellisse di equazione 4x2 + y2 = 16 nel suo punto    

            32;1 P . 

Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:   

    4.1.x + 32 y = 16     4x + 32 y = 16. 

   Es 2.  Trovare l’equazione della tangente alla parabola di equazione y = x2 – 3 x – 4 nel suo   

punto   P (1;– 6). 

Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:   

)6(
2

1
y = 1. x  – 3 4)1(

2

1
x    y –  6 = 2 x – 3 (x+1) – 8   y =  – x – 5. 

 
   Es 3. Trovare l’equazione della tangente alla circonferenza di equazione  x2 + y2 –  4x = 0  nel 

suo punto    3;1 P . 

 
Applicando il metodo dello sdoppiamento si ha:   

  1 x + 3 .y – 4 
2

1
( x + 1) = 0   x + 3 y – 2 x – 2 = 0   x – 3 y + 2 = 0. 

 Osservazione 

   La normale ad una  curva in un suo punto  è la retta perpendicolare alla tangente alla curva in 

quel punto . 
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CAPITOLO 12 

FUNZIONI GONIOMETRICHE  E  TRIGONOMETRIA 

12.1. Goniometria  

Sistema di misura sessagesimale 

Data una circonferenza  divisa in 360 parti uguali, sulla quale sia stato fissato come verso 

positivo degli archi quello antiorario come in figura. Se l’arco 

MN = 
circonferenza

360  

si dice che l’angolo NOM ˆ = 1° sessagesimale.  

Si ha:  1° = 60 '  e  1’ = 60’’.  

Pertanto un angolo giro misura  360° sessagesimali. 

o

M

N

 

Sistema di misura centesimale 

Se  la circonferenza è divisa in 400 parti uguali come in figura si ha: 

circonferenza
MN = 

400  

In tal caso si dice che la misura dell’angolo  NOM ˆ   è un grado centesimale e quindi  l’angolo giro 

misura  400° centesimali.                                                         

Arco radiante  

Considerate le circonferenze concentriche di centro O in figura, essendo gli archi direttamente 

proporzionali ai rispettivi raggi si ha:  

AB 
OA = A'B' 

OA' = A''B'' 
OA'' = ( costante )
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o

B

A

B'
B''

A'
A''

 
In tale caso si dice che l’ampiezza dell’angolo al centro BOA ˆ  è   radianti.  

N.B.  Il numero    è anche la misura dell’arco AB  rispetto al raggio OA. 

E’ ovvio che l’angolo giro misura 2  radianti perché 
2

   2


r

r
. 

Quindi si ha che 360° equivale a 2  radianti; 180° equivale a   radianti e 90° equivale a 
2



 

radianti. 

La proporzione 180°:  = x° : yrd  permette il passaggio da gradi sessagesimali a radianti e 

viceversa. 

Es. Trasformare 15° in radianti. 

Si ha: 180° :  = 15° : yrd    yrd  = 
o180

150

= 
12


.                

Nota   

Dalla proporzione 180° :  = x° : 1rd   si ottiene  1rd = 


0180
    57° 17’ 45’’. 
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12.2.  Funzioni goniometriche e loro variazione 

  Sia Oxy un sistema di assi cartesiani ortogonali; la circonferenza di centro O(0;0) e raggio 

unitario si dice circonferenza goniometrica. 

Un generico punto P della circonferenza è individuato dall’arco (o angolo) orientato A P =  ; 

A(1;0) dicesi origine dell’arco e P estremo dell’arco. 

Nota. Per convenzione gli archi si considerano positivi se orientati in senso antiorario,negativi in   

          caso contrario.  

Def. Seno di un angolo o di un arco A P  è l’ordinata dell’estremo dell’arco. 

sen  = 
OP

PH
= PH = yP 

3

270°


2

3° quadrante

2° quadrante

180° 

90°




2



4° quadrante

O

r

1° quadrante

2



H

P

A
360° x

0°

y

B

C

D

 

Nota 1.  Seno viene dal latino sinus (piega), cioè corda piegata in due parti uguali. 

   Def.  Coseno di un angolo o di un arco A P  è l’ascissa dell’estremo dell’arco. 

cos = 
OP

OH
= OH  = xP .   

Nota 2.  Coseno significa complementare di seno. 

   E’ ovvio che: sen 0° = 0, sen 90° = 1, sen 180° = 0, sen 270° = –1, sen 360° = 0, cos 0° = 1,  

 cos 90° = 0,  cos 180° = – 1,  cos 270° = 0  e  cos 360° = 1. 

Pertanto al variare dell’angolo   si ha che  –1 1 sen   e  –1 1cos     oppure 1sen  e 

1cos  . 

Inoltre si ha:    

1. se   0 < 
2

     sen > 0  e cos  > 0 ( 1° quadrante);  

2. se   
2


 <  <     sen > 0  e  cos  < 0 ( 2° quadrante );  



FUNZIONI GONOMETRICHE E  TRIGONOMETRIA 

 
 

125

3. se   <  < 
2

3
   sen < 0 e cos  < 0 (3° quadrante);  

4. se   
2

3
<   < 2     sen < 0 e cos  > 0 (4° quadrante). 

Essendo sen   = sen ( + 2 k ) e cos  = cos ( + 2k ); con k Z ,le funzioni seno e 

coseno sono periodiche con periodo T = 2   (T = 360°). 

Grafico della funzione seno (sinusoide) 

y = sen x; IE R; Codom = [-1; +1]. Essendo la funzione periodica ci limitiamo alla sua 

rappresentazione nell’intervallo  2 ; 0  .  

La curva passa per i punti:   (0; 0); (
2


; 1); ( ; 0); ( 

2

3
; -1) e (2 ; 0).             

y

+

0
2
 

+

2--


2
3

 x

+1

-1

 

Dall’esame del grafico possiamo dedurre che la funzione : 

 è positiva per  0 < x <  ; 

 è crescente per  0 < x < 
2


     per 

2

3
< x < 2  ;  

 cambia concavità nei punti  (0; 0);  ( ; 0); (2 ; 0).             

Grafico della funzione coseno (cosinusoide) 

y = cos x; IE  R; Codom = [–1; +1]. Essendo la funzione periodica ci limitiamo alla sua 

rappresentazione nell’intervallo  2 ; 0 . 

 La curva passa per i punti:  (0; 1); (
2


; 0); ( ;-1)  ; ( 

2

3
; 0) e (2 ; 1).   

0

+

2

y



 +

3  2
2

x

-1

+1

--

 

 

Dall’esame del grafico possiamo dedurre che la funzione : 

  è positiva  per  0x <
2


       per 

2

3
< x   2 ; 

  è crescente per  < x < 2  ;  

  cambia concavità nei punti :  (
2


; 0) e ( 

2

3
; 0).    
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Tangente di un arco (o di un angolo) 

Def. La tangente dell’arco A P =   è l’ordinata del punto T, intersezione tra la retta t  tangente 

alla circonferenza nel punto A origine degli archi, con la retta OP.    

t

HO



T

A x

0

P

y

P'




 

Essendo i triangoli OPH e OAT simili si ha: AT : PH = OA: OH   AT  : sen = 1: cos   

 AT  = 



cos

sen
 e quindi tg  = 




cos

sen
; C. E. :  cos  0  se   

2


 + k , con .Zk   

 Dal  grafico si ha: tg   = tg ( + k )   e perciò il suo periodo è  T =  .  

 Grafico  della funzione  y = tg x 

La funzione y = tg x  è  definita per x 
2


 + k  e il Codom R. 

Passa per i punti: (0;0), ( )0; e ( )0;2 e le rette  x = 
2


 + k  sono asintoti verticali. 

22
 2

2
0

2

- - -

y



+



+

3

+

5  x

 

 Dall’esame del grafico possiamo dedurre che la funzione : 

 è positiva nel primo e nel terzo quadrante;  

 è strettamente crescente in tutto il suo IE; 

 cambia concavità nei punti : (0;0), ( )0; e ( ).0;2  

    Osservazione   




  lim
2

xtg
x


  e 


  lim

2

xtg
x


 . 
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Cotangente di un arco   

Def.  La cotangente dell’arco A P  =   è l’ascissa del punto C d’ intersezione tra la retta  t  

tangente  alla circonferenza nel punto B(0;1)  e la retta OP. 

tB

O



A x

0

P

y

C

P'




K

 

Essendo i triangoli  OPK e OCB simili  si ha: OKOBPKBC ::     senBC :1cos:    

BC = 



sen

cos
 e quindi  cotg  = 




sen

cos
;  C.E. : sen  0  se   k . 

Dal  grafico si ha: cotag   = cotg ( + k )   e perciò il suo periodo è  T =  .  

Nota.  Cotangente significa complementare di tangente. 

Grafico  della funzione y = cotg x 

La funzione  y = cotg x  è  definita per x   k  e  il Codom R.  

Passa per i punti (
2


; 0) ,( 

2

3
; 0)  e le rette  x =  + k  sono asintoti. 



--

2

0

++


2

y

-
3 

2
2

+

5 
2

+

x

 

Dall’esame del grafico possiamo dedurre che la funzione : 

 è positiva nel primo e nel terzo quadrante; 

 è strettamente decrescente in tutto il suo IE; 

 cambia concavità nei punti (
2


; 0)  e  ( 

2

3
; 0).     

          Osservazione.  xg
x

 cotlim


= –    e  xg
x

 cotlim


= + . 

 

Secante e cosecante di un arco 

sec = 
cos

1
 con   

2


 + k ; cosec = 

sen

1
 con   k . 
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12.3.  Funzioni inverse 

   Premessa: una funzione è invertibile in un intervallo se è ivi biiettiva (biunivoca). 

 y = sin x è invertibile nell’intervallo 



 

2
;

2


 e la sua inversa è x =arc sin (y).  

Applicando la sostituzione 







xy

yx
     la   f -1 diventa   y = arc sin (x).  

Si ha:   Dom  f -1  = [–1;+1];    Codom  f -1  = .
2

;
2 



 


 

x

y











 

 y = cos x  è invertibile nell’intervallo   ; 0  e la sua inversa  è  x = arc cos (y).  

Applicando la sostituzione 







xy

yx
     la   f -1 diventa  y = arc cos (x). 

Si ha:  Dom f -1  = [–1;+1];     Codom f -1  =  ;0  .                    

x

y






 
 

 y = tg x   è invertibile nell’intervallo ( )
2

;
2


 e la sua inversa è x = arc tg (y).  

Applicando la sostituzione 







xy

yx
     la   f -1 diventa  y = arc tg (x).  

Si ha: Dom f -1  = R;  Codom f -1   = ( )
2

;
2


 . 
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2

2


0

y

x

 

 y = cotg x   è invertibile nell’intervallo (0; ) e la sua inversa  è  x = arc cotg (y).  

Applicando la sostituzione 







xy

yx
     la   f -1 diventa   y = arc cotg (x). 

Si ha: Dom f -1 = R; Codom f -1 = (0; )  



2


0

x

y

 

Nota. Avendo applicato alla funzione f -1(y)  la sostituzione associata alla simmetria rispetto alla 

retta y = x,  il grafico della funzione inversa  f -1(x) è il simmetrico del grafico della funzione f(x) 

rispetto alla  bisettrice del 1° e  3° quadrante. 

12.4. Relazione fondamentale tra seno e coseno di uno stesso arco 

HO

 A

x

y

P

0°180°

270°

90°



360°

 

Dal triangolo rettangolo OHP, in figura, per il teorema di Pitagora si ha 
2

PH +
2

OH = 
2

OP    

sen      + cos        = 1
2 2 

 

Dalla suddetta identità  si ottiene : 

1. sen = 2cos1   ; 

2. cos  = 21 sen . 
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Es. Noto sen = 
2

1
  con  90°<  180 ,calcolare il valore delle restanti funzioni 

goniometriche. 

 cos  = – 21 sen  = – 2)
2

1
(1 = – 

4

1
1 = – 

4

3
= – 

2

3
;  

 tg  = 



cos

sen

 
= )

2

3
(:

2

1
  = )

3

2
( .

2

1


 
= –   

3

1
= –  

3

3
;      

 cotg = 
tg

1
= –  3 ; sec = 

cos

1
= – 

3

2
 = – 

3

32
;  cosec  = 

sen

1
= 2. 

 

12.5.  Relazioni tra le funzioni goniometriche di particolari coppie di angoli  

(archi associati) 

( I )

180°

P ''

 





2
3

270°



2

P '''


2



x
0°

360°

P '
 

90°

2


P

y

0

 

 

 Coppie di angoli supplementari (la cui somma è un angolo piatto) [ grafico ( I )] 

In tal caso i due angoli sono del tipo (  ; 180° –  ), oppure ( ; –  ), e individuano i punti 

P e P’ simmetrici rispetto all’asse delle ordinate.  

Pertanto si ha :  

xP’ = – xP     cos ( )  = – cos  ;  yP’  =  yP      sen ( – ) = sen  ; tg ( )  = – tg   e  

cotg ( )  = –  cotg  . 

 Es.   sen 120° = sen (180° – 120°) = sen 60° .   

 Coppie di angoli che differiscono di un angolo piatto 

In tal caso i due angoli sono del tipo (  ; 180° +  ), oppure ( ;  + ), e individuano i punti 

P e P’’ simmetrici rispetto al punto O origine degli assi.  

Quindi si ha:  

xP”  = –x P    cos (  cos)   ;   yP”  = – yP    sen ( )  = – sen  ;  tg ( )   = tg   e  

cotg ( )  = cotg . 

Es.  cos 210° = –  cos (210° – 180°) = – cos 30°  . 
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 Coppie di angoli esplementari (la cui somma è un angolo giro)  

In tal caso i due angoli sono del tipo (  ; 360°–  ), oppure ( ; 2 –  ), e individuano i punti  

P e  P’’’ simmetrici rispetto all’asse delle ascisse.  

Pertanto si ha:  

  xP’’’ =  xp     cos ( 2 –  ) = cos  ;  yP’’’ = –  yp    sen (2 )   = – sen ;   

  tg ( 2 –  ) = –  tg   e  cotg ( 2 –  ) = –  cotg  .  

Nota  

Gli angoli     e   –    individuano i punti P e P’’’ e pertanto si ha: 

sen (– ) = – sen  ; cos (– ) = cos  ; tg (– ) = – tg  e cotg(- ) = – cotg  . 

( II )

H

270°

S

270° 

R

90°

T





y

Q



P

90°

x
0°

360°



90°

180°

270°
 

 Angoli complementari (la cui somma è un angolo retto) [ grafico ( II )] 

In tal caso i due angoli sono del tipo  (90° –   e )0 , oppure ( ,)  ;
2


  e se  Q e P sono i 

punti che essi individuano si ha  : 

xQ = yP    cos( 90° –  ) = sen   e yQ = xP  ; sen ( 90° –  ) =   cos   ;  tg (90° –  ) =  

  = cotg    e  cotg (90° –  ) = tg  . 

 Angoli che differiscono di un angolo retto     

In tal caso i due angoli sono del tipo (90°+ 0 ; 0 ), oppure ( );
2

 
 , e se T e T sono i punti  

che essi individuano si ha :   

xT  = – yP    cos ( 90° + 0 ) = – sen 0 ; yT  = xP    sen ( 90° + 0 ) =  cos 0     

  tg ( 90° + 0 ) = –  cotg 0   e  cotg ( 90° + 0 ) = –  tg 0 . 

 Angoli la cui somma è uguale  a  3 angoli  retti  

 In tal caso i due angoli sono del tipo  (270° –  ;  ) e se S e P sono i punti che essi 

individuano si ha :  

xS =  – yP   cos (270°–  ) = – sen  ;  yS  = – xP    sen(270°–  ) = – cos     

 tg (270°–  ) = cotg   e cotg (270° –  ) = tg  . 
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 Angoli che differiscono di 3 angoli retti  

  In tal caso i due angoli sono del tipo ( 270° +  ;  ), oppure ),;
2

 ( 
 e se   R e P sono i 

punti che essi individuano si ha :   

 xR = yP   cos ( 270° +  ) = sen 0 ;  yR  = – xP sen ( 270° +  ) = – cos 0 ;  

 tg ( 270° +  ) = –  cotg   e  cotg ( 270° +  ) = –  tg  . 

12.6. Applicazioni nello studio delle funzioni 

Es 1.  f (x) = 2 sen x – 3 cos (
2


– x) , con 0 2 x , si trasforma nella funzione  f(x) = – senx. 

y

0  2

x

y = sen x

y = -  sen x

 

Il grafico della funzione  f(x) = – sen x  è  il simmetrico del grafico della funzione  f(x) = sen x   

rispetto  all’asse x. 

Es 2.   f(x) = sen (3x +  ) + cos (-  -3 x) diventa f(x) = sen (3 x+ ) +cos ( + 3 x). 

Es 3.   f ( x ) = sen ( 
2

3
–  x) + 3 cos x     diventa   f(x) = –  cos x + 3 cosx   f (x) = 2 cosx. 

x

y

0

-1

-2

2

1


2

2
2
3

y = 2 cos x

y =  cos x

 

Osservazione 

La funzione y = 2 cos x  si ottiene dalla funzione y = cos x  con la dilatazione verticale:   











yy

xx

2

1  
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12.7.  Valori delle funzioni goniometriche di angoli  particolari 

Si dimostra che:  

 sen 30° = 
2

1
;    cos 30° = 

2

3
;    tg 30° = 

3

3
;  cotg 30° = 3 ; 

cos 60° = 
2

1
;   sen 60° = 

2

3
;    cotg 60° = 

3

3
;   tg 60° = 3 ; 

sen 45° = cos 45° = 
2

2
  e    tg 45° = cotg 45°  = 1.    

 

Dalle relazioni tra le funzioni goniometriche  di particolari coppie di angoli si ottiene il 

seguente grafico 

 

                         

x

y
























































 


 







 


 


 

 
 

 





  


 

sin cos tan cot
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12.8.   Riduzione al primo quadrante 

 1° caso:  dal 2° al 1° quadrante; 0° <  < 180°.                               

 In tal caso basta considerare il supplementare di  .                             

Es 1.  sen 150° = sen ( 180°– 150° ) = sen 30°  = 
2

1
.     

y





x







 

Es 2.   cos 150° = – cos ( 180° – 150° ) = – cos 30°  = –
2

3
.  

Es 3.   tg 120° = – tg 60° = – 3 . 

 

2° caso:  dal 3° al  1° quadrante; 180° <  < 270°.                                      

In tal caso basta sottrarre 180°  da   (angoli che differiscono di un angolo piatto).  

Es 1.  sen 240° = – sen ( 240° – 180° ) = – sen 60° = – 
2

3
.   

y





x 



 

Es 2.   cos 210° = – cos (210° - 180°) = – cos 30° = – 
2

3
. 
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3° caso: dal 4° al 1° quadrante; 270° <  < 360°.  

In tal caso basta considerare l’esplementare di  .                                 

Es 1.  sen 315° = – sen (360° – 315°) = – sen 45° = – 
2

2
.    

y







x



 

Es 2.   tg 300° = – tg (360° – 300°) = – tg 60° = – 3 . 

Nota. Per la riduzione al 1° ottante (45°<  < 90°) basta considerare il complementare di  . 

Es.   sen 70° = cos (90°– 70°) = cos 20°. 

12.9.   Riduzione al primo giro 

Basta ricordare che le funzioni seno e coseno hanno periodo  360o o 2  e le funzioni tangente 

e cotangente periodo 180o o  . 

Se l’angolo  o è maggiore di  360o, basterà dividere  o con 360o; se k e ro sono rispettivamente 

quoto e resto della suddetta divisione si ha  o = k 360o + ro.  Pertanto, in generale si scrive: 

 sen  o = sen ( k 360o + ro ) = sen ro;  

 cos  o = cos ( k 360o + ro ) = cos ro; 

 tg  o = tg ( k 360o + ro ) = tg ro.          

Es 1.   sen 750o = sen ( 2 . 360o + 30o) = sen 30o = .
2

1
 

Es 2.    cos 1230o = cos (3 . 360o + 150o ) = cos 150o = – cos 30o = .
2

3
  

Es 3.    tg 1500o = tg ( 4. 360o + 60o ) = tg 60o = .3  
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12.10.     Identità goniometriche 

   Def.  L’identità goniometrica è l’uguaglianza tra due espressioni goniometriche che è verificata, 

in generale, per qualsiasi valore dato agli angoli. 

Sono identità tutte le formule che abbiamo incontrato o che incontreremo (relazione 

fondamentale tra seno e coseno, formule di addizione, di duplicazione, bisezione, prostaferesi, 

ecc). 

Es.  sin2  + cos2  = 1; tg   = 



cos

sin
; tg   = 





 cos1

sin
2

 sono identità. 

12.11.     Equazioni goniometriche elementari 

   Def.  L’equazione goniometrica è l’uguaglianza tra due espressioni goniometriche che è 

verificata, in generale, per particolari valori dati alle incognite (angoli). 

Es.   sen x = cos 2x,  tag x = cotg x,  sen (x + 30°) = cos (2x – 20°)  sono equazioni. 

Equazioni elementari: 

1)   sen x = a   x = arc sen (a);  

2)   cos x = b   x = arc cos (b);        

3)   tg x = c   x = arc tg (c);  

4)   cotg x = d   x = arc cotg (d).    

      Le prime due equazioni ammettono soluzioni se: –1 1 a  e –1 1 b ;   mentre la terza e la 

quarta ammettono soluzioni  valore di c e d  reali. 

Es 1.     sen x = 
2

1
   x = arc sen (

2

1
) = sin-1(

2

1
)     

             x1 = 30° + k 360°   x2 = (180° –  30°) + k 360° = 150° + k 360°. 







 x

y




 

Es 2.  sen x = – 0,6  x = arc sen (-0,6)   x1   (-36,8698)° + k 360°;  x2  (– 143,1301)°+ k360°. 

Es 3.    cos x = – 1   x = arc cos (– 1) =  + 2 k  . 

Es 4.    cos x = 
2

1
   x = arc cos (

2

1
)  x =   60° + k 360° .  
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y








x






 

Es 5.      tg x = 1   x = arc tg ( 1 ) = 45°+ k 180°.          

P' t



P



1

A

x

y

N




 

Es 6.   tg x =  3   x = arc tg ( 3 ) =  60°+ k 180°.     

Es 7.   sen x = 0   x = arc sen (0) = k . 

Es 8.  sen x = – 
2

1
  x = arc sen(-

2

1
)  x1 = – 30° + k 360°   x2 = 210°+k 360°.         


 



y










x


 

Es 9.     sen 3x = 1 3 x = arc sen (1) 3 x = 
k2

2
   x = 

k
3

2

6
 . 

Es 10.   cos (3x –10°) = –1  3 x – 10° = arc cos (–1) 3 x = 10°+180° + k360°   

               x = 


120
3

190
k . E’ ovvio che sen x = 2 e cos x = – 1,3 non ammettono soluzioni. 

Nota. Data l’equazione sen x = m  con mR+, se x =   e x =    sono le soluzioni, l’equazione  

sen x = – m  ammette le soluzioni x =    e x = 2   . 
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12.12.    Particolari equazioni non elementari 

1)   sen A(x) = sen B(x) è verificata se  A(x) = B(x) + k 360°   A(x) + B(x)  = 180° + k 360°. 

2)   cos A(x) = cos B(x) è verificata se A(x) = B(x) + k 360°   A(x) + B(x) = k 360°. 

3)   sen A(x) = cos B(x)  è verificata se A(x) + B(x) = 90°+ k 360°   A(x) – B(x) = 90°+ k 360°. 

Es 1.  sen (2 x – 30°) = sen x   2x– 30° = x + k360°   2 x – x = 30° + k360°  x = 30° + k 360°      

             2 x – 30° + x = 180° + k 360°   3x = 210° + k 360°   x = 70° + k 120°.  

Es 2.  cos (3x + 10°) = cos 2x   3x + 10° = 2x + k 360°   x = –10° + k 360°    

          3x + 10° + 2 x = k 360°    5x = – 10°+ k 360°    x = – 2° + k 72°. 

Es 3.  sen 4x = cos 3x   4x + 3x = 90° + k 360°   7x = 90° + k 360°    x =
7

360

7

90 



k     

           4 x – 3 x = 90° + k360°   x = 90° + k360°. 

Nota.    cos A(x) = – sen B(x)  è equivalente all’equazione  cos A(x) = sen [–B(x)]. 

12.13.     Equazioni riconducibili ad equazioni elementari 

    Procedura per ricondurre,quando è possibile, le equazioni che contengono più funzioni 

goniometriche a equazioni elementari:  

I )      si riconduce l’equazione ad una sola funzione goniometrica; 

II )     si risolve l’equazione ottenuta rispetto alla funzione considerata come  incognita; 

III )    si risolvono le equazioni elementari che si ottengono. 

Es 1.   2 sen2x – 3 sen x = 0   sen x (2 sen x - 3 ) = 0  senx = 0   2 sen x - 3 = 0.   

Es 2.   4 cos2x – 1 = 0   cos2 x = 
4

1
   cos x = 

4

1
   cos x = 

2

1
 ………. 

Es 3.   3 tg2x – 1 = 0   tg2 x = 
3

1
   tg x = 

3

3
   x =  30° + k 180°. 

Es 4.   2 sen2 x + 3 sen x  + 1 = 0 (= 9 – 8 = 1); risolvendo rispetto  a  senx  si  hanno le due    

           equazioni elementari: sen x = 
4

13
  sen x = –1    x = 270° + k 360°      

            e  senx = – 
2

1
  x1 = – 30° + k 360° e x2 = 210° + k 360°. 

Es 5.    sen2 x – cos2 x = 11– cos2x – cos2x = 1 cos2 x = 0  x = 90°+ k180°.  

Es 6.    sen2 x – cos x = 1   1 – cos2 x – cos x = 1   cos2 x + cos x = 0   cos x (cos x + 1) = 0     

               cos x = 0  x = 90° + k 180° e cosx + 1= 0   cos x = – 1   x = 180° + k 360°. 

Es 7.    tg2 x – ( 1+ )3 tg x + 3  = 0; [= 1+ 3+ 2 3  – 4 3 = (1– 3 )2];  

            risolvendo rispetto a   tg x  si hanno le due equazioni elementari:  

            tg x = 1 e  tg x = 3 ……………………… 

Es 8.  sen2 3x – sen 3x = 0   sen 3x (sen 3x – 1) = 0  sen 3x = 0    3x = k 180°    

            x = k 60°  sen 3x  – 1 = 0   sen 3x = 1    3x = 90° + k 360°    x = 30° + k 120°. 
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Es 9.    2 cos2 (x – 30°) –  cos (x – 30°) –  1 = 0, (= 1 + 8 = 9), cos (x – 30°) =
4

31
   

            cos (x – 30°) = 1  x – 30° = k 360° x = 30° + k 360°   cos (x – 30°) = – 
2

1
  

              x – 30° =  120°+ k 360° x = 30°  120°+ k360°. 

Es 10.   cotg2 x – 3 cotg x +2 = 0;  189  ,cotg x = 
2

13
cotg x =1  x = 45° + k 180° 

               cotg x = 2  x = arc cotg(2)   (26,565)°. 

Es 11.   3 tg3x – tg x = 0   tg x (3 tg2x – 1) = 0 e quindi si ha: tg x = 0   x = k       

              3 tg2 x – 1 = 0   tg x = 
3

3
    x =  

k
6

. 

Es 12.   sen4 x – sen x = 0   sen x (sen3x – 1) = 0  e quindi si ha:  

             sen x = 0   x = k     sen3x – 1 = 0   sen x = 1   x = 
k2

2
 . 

Es 13.    5 sen3x – 4 sen2x  – 1 = 0; ponendo sen x = t si ha: 5 t3 – 4 t2 – 1 = 0    

              ( t – 1) (5 t2 + t +1 ) = 0  t – 1 = 0     5 t2 + t + 1 = 0, essendo 0    l’unica radice    

             reale è  t = +1. 

             Pertanto si ha l’equazione  sen x = 1, da cui  x =  
k2

2
 .  

Es 14.   a sen4 x + b sen2 x + c = 0, ponendo sen2 x = t   si ha l’equazione  a t2 + b t + c = 0  e     

             sostituendo le radici t1  e t2   nella posizione fatta si  hanno   le due equazioni  sen2x = t1   e     

             sen2x = t2.   

Es 15.  sen4 x – 4 sen2 x+ 3 = 0; ponendo sen2 x = t si ha l’equazione t2– 4 t+ 3 = 0,   

            sostituendo le radici  t1  = 1 e t2 = 3 nella posizione fatta si  hanno le due equazioni:  

            sen2 x = 1 1     xsen   x = 
k

2
 e  sen2x = 3  sen x = 3  (impossibile). 

12.14.     Equazioni omogenee in seno  e  coseno 

Sono del tipo:  

 a sen x + b cos x = 0   è  di  1° grado; 

 a sen2 x + b sen x cos x + c cos2x = 0   è di 2°  grado; 

 a sen3 x + b sen2 x cos x + c sen x cos2x + d cos3 x = 0   è di 3°  grado. 

Es 1.    sen x – cos x = 0 dividendo tutti i termini per cos x 0 si ottiene tag x = 1   

             x = 45° + k180°. 

Es 2.     2 sen x + 3 cos x = 0   2 tag x + 3 = 0   tag x = -1,5   x = arctag (-1,5)    

                x   (– 56,3099)° + k 180°. 

Es 3.   sen2x –2 3 sen x cos x + cos2x = 0; dividendo tutti i termini per cos2 x 0  si ottiene    

            l’equazione  tg2x – 2 3 tg x + 1 = 0  …………. 
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Es 4.    3 sen2 x - 2 cos2 x - 1 = 0; per renderla omogenea si moltiplica il termine noto  per  

            (sen2x + cos2 x).  

          Pertanto si ha: 3 sen2x – 2 cos2 x – 1 (sen2x + cos2 x) = 0     2 sen2x - 3 cos2 x = 0   

          2 tg2x – 3 = 0   tg x = 
2

3
    x = arc tg (

2

3
 ). 

Es 5.   2 sen3 x – cos2 x sen x  – cos3 x = 0; dividendo per cos3 x 0  si ha  2 tg3 x – tg x – 1 = 0 

Nota. Nell’equazione  2 cos2x – 3 sen x cos x = 0 non si può dividere per cos2x, perché  

 cos x = 0  è soluzione. In tal caso dividendo per sen2 x 0  si ottiene l’equazione  

 2 cotg2x – 3 cotg x = 0.  

Oppure mettendo in evidenza cos x si ottiene cos x (2 cos x – 3 sen x) = 0; da cui si ha:  

 cos x = 0   x = 
k 

2
     2 cos x – 3 sen x = 0. 

12.15.    Formule di addizione e sottrazione degli archi 

Si dimostra che: 

   1.    cos ( )   = cos   cos   + sen  sen  ; 

   2.    cos ( )   = cos   cos   – sen  sen  ; 

   3.    sen ( )   = sen   cos   – cos  sen  ; 

   4.    sen ( )   = sen   cos  + cos  sen  ; 

  

tg (            )     
tg     tg    

1 tg     tg    
con  (            )     




k  (            )     




5.   k

               

          k
2

  .
2


k

 

Es.  sen (2x – )
4


= sen 2x  cos 

4


 – cos 2x sen 

4


 = 

2

2
sen 2x – 

2

2
 cos 2x =  

       =  
2

2
(sen 2x – cos 2x). 

Nota.  La funzione f(x) = 
2

2
(sen 2x – cos 2x)  diventa f( x) = sen ( 2x – )

4


. 

12.16.     Formule di duplicazione degli archi 
1.  sen 2   = sen ( )   = sen  cos   + cos   sen   = 2 sen   cos .  

2.  cos 2  = cos ( + ) = cos   cos   – sen   sen   = cos2  – sen2   =  1 – 2 sen2  =    

     = 2 cos2   – 1. 

3.   tg 2  = tg ( +  ) = 



tgtg

tgtg

 1


 = 
 1

2
2


tg

tg


;   con  k

2
   .

24

 k  

Risolvere le seguenti equazioni: 

Es 1.   cos2 x – sen2 x = 1   cos 2 x = 1   2 x = 2k   x = k . 
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Es 2.  tg 2x + tg x = 0   
xtg

tgx
21

2


 + tg x = 0   2 tg x + tg x (1- tg2x) = 0  tg x ( 2+1 – tg2x) = 0    

        tg x ( 3 – tg2x) = 0  tg x = 0   x = k 180°   tg2 x = 3 )3 tg(arc   x      

        x =   60° + k180°. 

12.17.     Formule di bisezione degli archi 

Dalla formula di duplicazione del coseno si ha: 

1)  cos   = 1 – 2 sen2 
2


   2 sen2 

2


= 1 – cos    sen 

2


 = ;

2

cos1 
  

2)  cos  = 2 cos2 
2


 – 1   2 cos2

2


  = 1 + cos     cos 

2


 = ;

2

cos1 
  

3)  tg 
2


 = 




cos1

cos1




   con   .2  k  

Risolvere le seguenti equazioni: 

Es 1.  sen 
2

x
 + cos x = 0   sen 

2

x
 + 1 – 2 sen2

2

x
= 0   2sen2

2

x
 - sen

2

x
 -1= 0   sen 

2

x
= 1      

          x = 180° + k 720°     sen 
2

x
 = – 

2

1
   

2

x
 = – 30° + k360°   x  = –  60° + k 720°       

        
00 360210

2
k

x
   x  =  420° + k 720° =    60° + k 720°. 

Es2.   1 – cos x + sen 
2

x
 = 0   2 sen2 

2

x
 + sen 

2

x
= 0  sen 

2

x
 ( 2 sen 

2

x
 + 1) = 0   sen 

2

x
= 0    

            2 sen 
2

x
 + 1 = 0……………….. 

12.18.    Formule di prostaferesi         

Le formule di prostaferesi permettono di trasformare la somma di due seni o di due coseni nel 

loro prodotto. 

Si dimostra che: 

1)   sen p + sen q = 2 sen 
2

qp 
 cos 

2

qp 
; 

2)   sen p – sen q = 2 sen 
2

qp 
  cos 

2

qp 
; 

3)   cos p + cos q = 2 cos 
2

qp 
 cos 

2

qp 
; 

4)   cos p – cos q = – 2  sen 
2

qp 
 sen 

2

qp 
. 

Es. sen 3x – sen 2x = 0   2 cos (
2

23 xx 
) sen (

2

23 xx 

 
) = 0  cos 0

2

5
x   sen 0

2


x
… 
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12.19.     Formule di Werner 

Le formule di Werner permettono di trasformare il prodotto di seni e coseni nella loro somma.  

Si dimostra che: 

1)   sen  sen   = 
2

1  )( cos)( cos   ; 

2)   cos   cos   = 
2

1  )( cos)( cos   ; 

3)   sen   cos   = 
2

1  )( )(   sensen .  

 

12.20.     Formule parametriche            

Si dimostra che: 

1)    sen x = 
21

2

t

t


   (essendo  t = tg 

2

x
  e  x    k2 ); 

2)    cos x = 
2

2

1

1

t

t




 ;    

3)    tg x = 
21

2

t

t


 . 

12.21.    Equazioni lineari in seno e coseno non omogenee 

Sono del tipo: a senx + b cos x + c = 0   con a, b, e c non nulli. 

Ponendo   tg 
2

x
 = t   ( * ), con x    k2  si ha l’equazione: 

a 
21

2

t

t


+ b 

2

2

1

1

t

t




+ c = 0   A t2 + B t + C = 0 ,sostituendo le radici t1 e t2 nella (*)si hanno le due 

equazioni elementari    tg 
2

x
 = t1   e   tg 

2

x
 = t2. 

Es.  sen x – cos x+ 1 = 0; ponendo tg
2

x
 = t  si ha l’equazione 

21

2

t

t


 - 

2

2

1

1

t

t




+1= 0     

        2t – 1 + t2 +1 + t2 = 0   2 t2 + 2 t = 0   t2+ t = 0   t (t +1) = 0   t1 = 0    t2 = – 1; 

sostituendo nella (*) t1 e t2  si hanno le due equazioni:  

      tg 
2

x
 = 0 kx 2  e  tg 

2

x
= – 1   

2

x
= – 

4


+ k   x = – 

k2
2
 . 

Nota.  Nell’equazione  senx + cos x + 1 = 0, essendo x =   soluzione non si possono applicare 

le formule parametriche.  

Quindi si procede così: 
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sen x + cos x +1 = 0   tg 45° sen x + cos x + 1 = 0   sen x sen 45°+ cos x cos 45°+ cos 45° = 0 

  cos (x – 45°) = – 
2

2
  x – 45° =  135° +k 360°   x = 45°  135° + k 360°    

  x1 = – 90° + k 360° e x2 = 180°+ k 360°. 

 Osservazione 

    L’equazione  a sen A(x) + b cos A (x) + c = 0  si risolve ponendo tg t
xA


2

)(
,  da cui   

 sen A(x) = 
21

2

t

t


  e  cos A (x) = 

2

2

1

1

t

t




  con  A(x) .2  k  

12.22.    Disequazioni goniometriche 

Disequazioni elementari 

1)   sen x  a; 

2)   cos x  b;                                      

3)   tg x  c; 

4)   cotg x  d. 

 Se  a   1  e  b   1  sen x > a  e  cos x > b  non ammettono soluzioni. 

 Se  a   –1  e  b   – 1  sen x < a  e  cos x < b  non ammettono soluzioni.  

Es 1.   sen x < 2,9  è verificata Rx . 

Es 2.   cos x > – 2   è verificata Rx .  

Es 3.   cos x < – 2   è impossibile (S = ). 

Es 4.   sen x > 2  è impossibile ( S = ). 

Es 5.   sen x 1   è  verificata per  x = 
2


 + 2k . 

 Supponiamo   – 1  a  +1   e    – 1  b  +1. 

Es 1.   sen x > 
2

1
  la soluzione generale è   

6


 + 2k < x < 

6

5
 + 2k .           

y






 



x




 

0 2 
6


6
5

 

La disequazione nel primo giro è verificata per 
6

5

6
 x  (arco in grassetto). 
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Es 2.   sen x < –
2

2
   è  verificata  nel primo giro  per 

4

7

4

5
 x .  









y

x







 

Es 3.   sen x > 0    è verificata per    0 + 2k  < x  <   + 2k .  

Es 4.   sen x 0   è verificata per    kxk 222  . 

Es 5.   cos x > 
2

1
  è verificata per     –  

3



 
+ k2  x   

3


 + 2k .             










y 

x




 

Nel primo giro si hanno le soluzioni:  0 x <
3


   

3

5
 < x  2 . 

Es 6.    cos x < – 
2

2
   è verificata per    kxk 2

4

5
2

4

3
 .    













x

y




 

Es 7.   tg x > 3  è verificata per   k  + 
3


< x < 

2


 + k  (archi in grassetto).            
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y

x




 

Es 8.   tg x < 3  è verificata per k  + 
2


 < x < 

3

4
 + k     (archi in figura doppi).     

Trovare l’insieme di positività delle seguenti funzioni 

1)   f (x) = 2 sen2x – sen x  con  0 2 x ; 2 sen2 x – sen x 0   sen x (2 sen x – 1)   0;  

F1 = sen x   0   0   x   ; F2 = 2 sen x – 10  sen x   
2

1
   

6


   x   

6

5
. 

x

F1

F2

0  2
6


6
5  

+- - +
 ( x )f

 

Pertanto   IP = (
6


; )
6

5  ( ).2 ;   

2)  f (x) = 3 cos2x – 2 cos x – 1   con  0 2 x . 

f (x)  0   3 cos2 x – 2 cos x – 1   0   3 (cos x – 1) (cos x + 
3

1
)  0; 

F1 = cos x – 1   0  per x = 0   2x ; F2 = cos x + 
3

1
  0   cos x   – 

3

1
.     

Se   x = arc cos ( – 
3

1
) =  ,  cos x   – 

3

1
   per  0   x       22  x .            



O


y

x
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x

F1

F2

0 2 

+-

 

-
 ( x )f

 

Dall’esame del grafico si deduce che  IP =   2; .   

    3) f (x) = 
1cos2 x

senx
  con  0 2 x .  

IE: 2cosx –  1 0 .
3

5
x 

3


 x   

Si ha:  
1cos2 x

senx
0   N = sen x   0   0   x    ; D = 2 cos x – 1> 0 cos x > 

2

1
   

   0 x <
3


   

3

5
 < x  2 . 

x

N

D

0 2 

+ - +



-


3


3
5

 ( x )f + +
 

Pertanto si ha:  IP = (0 ; )
3


   ( )

3

5
 ;  .               

 4)   f (x) = sen 4 x – sen 2x  con  0 2 x . 

 Applicando la formula di prostaferesi si ha:   

f (x) =  2 sen ( )
2

24 xx 
 cos ( )

2

24 xx 
   f(x) = 2 sen x cos 3x 0.F1 = sen x  0   0  x  ; 

F2 = cos 3x   0  2k -
2


  3x 

k2
2
  

3

2
k -

6


  x  

6


+ k

3

2
 (soluzione generale);

 

 per k = 0 e k = 1 si hanno le soluzioni: 0   x  
6


;   

2


 x  

6

5

 
   x

6

11
  2  

 (soluzioni nel primo giro).  

Nota   

Gli angoli  di ampiezza  
6

11
  e   

6
    individuano lo stesso punto goniometrico.  

x

F1

F2

0 2 

+ - +



-


6


6

11
2


6
5

+ -
 ( x )f

 

Dall’esame del grafico si deduce che  IP = (0 ; )
6


   (

2


; 

6

5
)  ( ; 

6

11
). 
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12.23.     Cenni sulla risoluzione dei triangoli 

Gli elementi di un triangolo sono sei, cioè i tre lati (a; b; c) e i tre angoli ( );;   con 

 180 .  

c




a




b


C

 

Nota. Un triangolo è risolvibile se sono noti tre dei suoi sei elementi, dei quali almeno uno deve 

essere un lato. 

12.24.   Risoluzione dei triangoli rettangoli 

Se  90   90 ; a2 = b2 + c2 (espressione metrica del teorema di Pitagora) 

C



a
b

c

 



 

Teorema 

    Ipotesi:  90  

   Tesi:  b = a . sen  = a cos  ; c = a sen  = a cos   ; b = c tg   = c cotg  . 

Nota.  tg
c

b


    
è  la pendenza di  BC. 

Applicazione 

Dato il vettore 


v  = 


OP  con 


  v = v = 20 e  30 ; trovare i vettori componenti 


xv e 


yv
.
     

P

H x

y

O v x

v y





j

i

v

xP

 

Dal suddetto teorema si ha: vx = v cos   = 20 cos 30°  =  20 310
2

3
 ; 

 vy = v sen = 20. 10
2

1
 .  Nota.  vx = xP  e vy = yP.  
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Applcando il teorema di Pitagora al triangolo OHP si ha: 

22 PHOH   = 
2

OP vx
2 + vy

2 = v2 v = 22
yx vv  ; tg

OH

PH

v

v

x

y   = mOP ( è il coefficiente 

angolare della retta OP). 

Se 


i e 


j  sono i versori (vettori unitari) degli assi cartesiani si ha: 

 


xv = 


i 10 3   ,  


yv = 


j  10   e quindi  .10310    


 jijvivv yx   

12.25.     Risoluzione dei triangoli qualunque 

Teorema dei seni 

In ogni triangolo le misure dei lati sono proporzionali ai seni degli angoli opposti. 

Tesi: 
 sen

c

sen

b

sen

a
   oppure   a: sen = b:sen   = c: sen  . 

Il teorema dei seni permette di risolvere un triangolo nei seguenti casi: 

1)  noti due lati ed uno degli angoli opposti ; 

2)  noti due angoli ed un lato qualsiasi.  

 

Teorema di Carnòt   o del coseno  

In ogni triangolo il quadrato della misura di un lato è uguale alla somma dei quadrati delle 

misure degli altri due lati diminuita del doppio prodotto di queste due per il coseno dell’angolo 

opposto al primo lato. 

Tesi:  a2 = b2 + c2 –  2 b c cos  ;  

          b2 = a2 + c2 – 2a c cos  ; 

          c2 = a2 + b2 –  2a b cos  . 

Il teorema di Carnòt permette di risolvere un triangolo nei seguenti casi: 

1)  noti i tre lati; 

2)  noti due lati e l’angolo fra essi compreso. 
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CAPITOLO 13 

LA LOGICA DELLE PROPOSIZIONI 

13.1. Introduzione 

Nella lingua italiana sono proposizioni: 

1)  il cane è un mammifero; 

2)  322 è un numero primo; 

3)  Giulia è alta; 

4)  23 è un numero primo; 

5)  Claudia è antipatica. 

Dall’esame delle suddette proposizioni possiamo dire che: 

         I.    le proposizioni 1 e 4 sono vere;  

         II.    la 2  è falsa;  

        III.    la 3 e la 5 non sono né vere né false in quanto esprimono un giudizio soggettivo. 

  La logica formale delle affermazioni, proposizioni o enunciati si occupa unicamente di quelle 

asserzioni alle quali compete uno ed uno solo degli attributi VERO o FALSO (logica bivalente). 

I principi della logica sono: 

 il principio di identità, secondo il quale ogni oggetto del pensiero logico è identico a se 

stesso ed a nessun altro oggetto; 

 il principio di non contraddizione, secondo il quale una proposizione non può essere sia 

vera che falsa; 

 il principio del terzo escluso, secondo il quale i valori di verità di una proposizione sono 

soltanto due (V o F); non esiste un terzo valore di verità. 

Esempi di proposizioni che soddisfano la logica bivalente: 

P1: << Nino mangia la pera >>; 

P2: << 22 è multiplo di 4 >>; 

P3: << questa sera guardo la TV oppure leggo un libro >>; 

P4: << 13 è un numero primo e le diagonali di un rettangolo sono congruenti >>; 

P5: << se piove, allora esco con l’ombrello >>. 

 

E’ ovvio che: 

1.   P1  e  P2  non sono decomponibili e si dicono atomiche;  

2.   P3,  P4  e  P5  sono decomponibili in proposizioni elementari. 

In dettaglio: 



LA LOGICA DELLE PROPOSIZIONI 

 
 

150

a)   P3   risulta composta dalle due proposizioni: << questa sera guardo la TV>>;    

   <<questa sera leggo un libro>> collegate tra loro dalla disgiunzione <<oppure>> . 

b)   P4  è composta da due proposizioni collegate con la congiunzione <<e >>. 

c)   P5  è composta da due proposizioni collegate dalla implicazione << se allora >>. 

Tutte quelle proposizioni, che sono composte da due o più proposizioni atomiche, si dicono 

proposizioni molecolari. 

13.2. Operazioni elementari nell’insieme delle proposizioni 

 La congiunzione (  = et ). 

  La proposizione P :  P1 P2 è vera se sono vere contemporaneamente P1 e P2.  

Esempio 

P1 : << il legno  è un solido >>  (vera). 

P2 : << 7 è un numero dispari >> ( vera). 

P3 : << 15 è minore di 8 >> (falsa). 

21 PP   è vera perché P1 e P2 sono entrambe vere. 

31 PP   è falsa perché è falsa la .3P  

 La disgiunzione inclusiva (  = vel ). 

In tal caso la proposizione composta QP   è vera quando almeno una delle componenti QP,  

è vera; è falsa solo nel caso in cui sono entrambe false. 
Esempio 

 P1 : << il legno  non è un gas >>  (vera). 

 P3 : << 15  è maggiore di 18 >> (falsa). 

31 PP    è  vera  perché è vera  la .1P  

 La disgiunzione esclusiva  ( ) (aut - aut).  

      In tal caso la proposizione composta è vera se e solo se una delle proposizioni     

     componenti  è vera e l’altra è falsa. 

Esempio 

P1 : << alle ore 17.00 di oggi prendo il the  >>. 

P2 : << alle ore 17.00 di oggi dormo >>. 

P :  P1

.

 P2 << alle ore 17.00 di oggi o prendo il the o dormo >>. 

13.3. Tautologie e contraddizioni 

Le espressioni logiche che risultano sempre vere vengono denominate tautologie. 

Nota. Con 
_

P  si indica la negazione di P. 

Le espressioni che risultano sempre false qualunque sia il valore di verità si dicono contraddizioni. 

Es.  Non è vero che 17 è primo. 
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13.4. Deduzione 

Date due proposizioni p e q, se è vera l’implicazione p q  e se è vera p, allora è vera anche q 

. 

Date due proposizioni p e q, se è vera l’implicazione p q  e se è vera 
_

q  

 (cioè è falsa la q),allora è vera anche 
_

p ( cioè falsa la p). 

Es. Siano date le due proposizioni: 

p: << un numero è divisibile per 6 >>; 

q: << un numero è divisibile per 3 >>; 

Si ha: p q  è vera (mentre q   p  non è vera). 

Ogni qual volta un numero è divisibile per  6 è divisibile per 3.  

13.5. Metodi per dimostrare un teorema 

 La  dimostrazione diretta di un teorema è il ragionamento o ragionamenti, che partendo 

dall’ipotesi ( I )  vera, conducono alla  verità della  tesi (T). 

       In sintesi si scrive: 

I  (ipotesi)   T (tesi) 

 

 

 La dimostrazione indiretta o per assurdo di un teorema consiste nel negare la tesi  

        (si suppone la tesi falsa). 

Se tale supposizione porta ad una conclusione assurda,cioè che contraddice l’ipotesi o altre verità 

precedenti (teoremi, assiomi o postulati), per il principio di non contraddizione la tesi è vera. 

 La doppia implicazione   lega la validità di un teorema IT e contemporaneamente la 

validità del teorema inverso T  I; in simboli  I   T . 

In tal caso le due proposizioni I e T si dicono equivalenti logicamente e i due teoremi diretto ed 

inverso si possono unificare in un unico teorema, che si enuncia così:  << La T è vera se e solo se 

è vera la I >>. 

Oppure: << Condizione necessaria e sufficiente (C.N.S.) affinché T sia vera è che sia vera la I  >> 

e si scrive I T. 

Principio di induzione matematica 

Se una proprietà P(n) con n N : 

1. è vera per n = 0 

2. se la proprietà P(n) è vera per Nn (ipotesi)   è vera per n+1(tesi), allora P(n) è vera 

. Nn  
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Esempio 

Dimostriamo, per induzione,che   n > 0 risulta 1+2+3+……….+ n = .
2

)1( nn
( I ) 

L’affermazione  è vera per n = 1; infatti 1 = .
2

2.1
 

Supponiamo che la ( I ) sia vera per   n , dimostriamo che è vera per (n+1). 

Sommando ad entrambi i membri della ( I ) (n+1) otteniamo: 

1+2+3+……….+ n +(n+1) = 
2

)1( nn
+ (n+1=

2

)2)(1(

2

)1(2)1( 


 nnnnn
 e questa 

espressione è il secondo membro della ( I ) in cui ad n si è sostituito  

( n + 1); pertanto la ( I ) è così dimostrata. 

13.6. Sillogismi 

 Viene chiamato sillogismo una successione di tre  enunciati di cui i primi due  costituiscono 

delle premesse ed il terzo la conclusione.  

Esempio 

 Tutti i mammiferi sono vertebrati. 

 Tutti i conigli sono mammiferi. 

 Dunque, tutti i conigli sono vertebrati (conclusione). 

Come si può notare questo schema di ragionamento si basa sul fatto che ogni asserzione 

individua una inclusione di un insieme in un altro. 

In simboli: 

CMVA  essendo C l’insieme dei conigli, M l’insieme dei mammiferi, V l’insieme dei 

vertebrati ed A l’insieme degli animali.  

A

V

M

C
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CAPITOLO 14 

CALCOLO COMBINATORIO 

14.1. Disposizioni semplici 

  Siano a, b, c e d  4 persone che partecipano ad una gara con 2 premi, le possibili coppie di 

vincitori sono: 

(a, b) (a, c) (a, d)   (b, a) (b, d) (b, c) 

(c, a) (c, b) (c, d)   (d, a) (d, b) (d, c). 

Def. Dati n oggetti distinti e un numero kn, si dicono disposizioni semplici di n elementi di 

classe k tutti i gruppi di k oggetti che si possono formare con gli n oggetti dati, in modo che due di 

essi differiscono fra loro o per la natura degli oggetti o per l’ordine con cui gli oggetti sono disposti. 

Si dimostra che:  

   

 Dn,k   = n (n-1)(n- 2)(n-3)……..(n – k + 1)  

   

Nota.  Dn,k  è il prodotto di k fattori decrescenti consecutivi a partire da n. 

 Es. Quanti numeri di 3 cifre distinte si possono formare con le cifre 3,4,6,7,e 8?  

Si ha  D5;3 = 5.4.3 = 60 

14.2. Permutazioni semplici 

Def. Dati n elementi distinti, si dicono permutazioni semplici di n elementi tutti i gruppi che si 

possono formare con tutti gli n elementi dati, in modo che due di essi differiscono fra loro per 

l’ordine con cui gli elementi figurano. 

Si dimostra che:  

   

 Pn = Dn,n = n(n-1)(n-2)(n-3)……..4.3.2.1= n !  

   

Es1. Quanti numeri di 4 cifre tutte diverse si possono formare con le cifre 1; 2; 3; 4?  

Si ha   P4 = 4! = 4.3.2.1 = 24. 

Es 2. In quanti modi si possono sedere in un tavolo rotondo 5 persone? 

Si ha  P5 = 5 ! = 5.4.3.2.1= 120. 
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14.3. Disposizioni con ripetizione 

Def. Dati n elementi distinti e un numero k qualsiasi, si dicono disposizioni con ripetizione di n 

elementi di classe k, tutti i gruppi che si possono formare con gli n elementi dati, in modo che due 

gruppi differiscono per almeno un elemento o per l’ordine degli elementi o perché un elemento è 

ripetuto un numero diverso di volte.   Si dimostra che: 

 

D’n;k  = nk 

 

Es.  Gioco del totocalcio. 

I risultati possibili di una partita sono 1; x; 2 e le partite sono 13 (colonna vincente). 

Pertanto si ha  D’3;13 =313 = 1594323 (casi possibili). 

14.4. Combinazioni  

Def.  Si dicono combinazioni di n elementi distinti di classe k, con k n, tutti i gruppi di k 

elementi che si possono formare con gli n elementi dati, in modo che due di essi differiscono per la 

natura di almeno un elemento. Così la coppia (a; b) = (b; a) in quanto l’ordine non conta. 

Si dimostra che:  

   

 

  

 

   

Inoltre si ha: 





 n

1

= n; 





 n

n

= 1; 





 n

0

 = 1, per convenzione  0! = 1; 







 n

k

 = 
)!(!

!

knk

n


;       






 n

k

 = 









n

kn

;      





 n

k

 + 









n

k 1

= 





 



1

1

n

k

 (formula di Stifel). 

14.5. Potenza di un binomio 

 

 

 

 

 

Es. (a + b)5  = 





 5

0

a5 + 





 5

1

a4 b + 





 5

2

a3 b2 + 





 5

3

a2 b3 + 





 5

4

a b4 + 





 5

5

 b5. 

 

!

)1)......(2)(1(

!
;

; k

knnnn

k

D

k

n
C kn

kn













  kkn
n

k

n
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14.6. Permutazioni con ripetizione 

Def.  Per permutazioni con ripetizione di n oggetti si intendono tutti i gruppi che si possono 

formare con questi n oggetti, convenendo di considerare diversi due gruppi quando è diverso 

l’ordine secondo il quale gli oggetti sono disposti. 

Se l’oggetto a  è ripetuto p volte e l’oggetto b è ripetuto q volte si ha:          .
!!

!q ,

qp

n
P p

n 
                                 

In generale si ha:  

   

 

 

 

   

essendo gli oggetti a, b, …….c; ripetuti rispettivamente p volte, q volte ….z volte. 

Es. Quanti numeri di 5 cifre si possono formare con le cifre 4 e 8 ?  

      Volendo ripetere la prima cifra (4) 2 volte e la seconda cifra (8) 3 volte. 

Si tratta di peremutazioni con ripetizione. 

Quindi si ha:   3,2
5P  = 

!3!2

!5
= 

1.2.3.1.2

1.2.3.4.5
= 10 .        

14.7. Esercizi  

1)  Quanti numeri di 5 cifre si possono formare con le cifre 4 e 7? 

Si tratta di disposizioni con ripetizioni di 2 elementi di classe 5. 

Quindi si ha:  D’2;5 = 25 = 32. 

2) Determinare il numero di terni che si possono formare con i 90 numeri del Lotto. 

 Poiché nel gioco del Lotto interessano  solo i numeri e non l’ordine, la risposta è data dal numero 

di combinazioni di 90 elementi di classe 3. 

Quindi si ha:  C90;3 = 
1.2.3

88.89.90
 = 117480 .       

3) Calcolare il numero di anagrammi della parola AMMETTERE (9 oggetti). 

Si tratta di permutazioni con ripetizione. 

E    ripetuta   3 volte 

M   ripetuta   2 volte  

T    ripetuta   2 volte 

Si ha: P9
(3;2;2) = 

!2!2!3

!9
 = 15120. 

4) Una partita di calcio tra la squadra A e la squadra B è terminata 4 a 3 a favore   

    della squadra A. 

In quanti modi diversi possono essersi succedute le reti? 

Si tratta di permutazioni con ripetizione. 

!!.....!

!,...,

zqp

n
P zqp

n 
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Pertanto si ha:  P7
(4;3)  = 

!3!4

!7
 = 35 

5)  Quanti numeri diversi di 3 cifre si possono formare con le 9 cifre significative  

    (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) ? 

Si tratta di disposizioni con ripetizione.  

Pertanto si ha:   D’9;3 = 93 =729. 

6)  In una classe di 24 alunni si devono eleggere i 2 rappresentanti di classe.  

In quanti modi diversi si può fare questa scelta? 

Si tratta di combinazioni di 24 elementi a due a due. 

Pertanto si ha:  





 24

2

= 
!2

23.24
= 276. 

7)  Nel gioco del poker si distribuiscono a ciascun giocatore 5 carte estratte da un mazzo di 32 

carte. 

In quanti modi diversi si possono ricevere le carte? 

Si tratta di combinazioni di 32 elementi di classe 5 (l’ordine non ha importanza). 

Pertanto si ha:   C32;5 = 





 32

5

 = 
!5

28.29.30.31.32
 = 201376. 
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CAPITOLO 15 

PROBABILITA’ 

15.1. Introduzione 

Def. La probabilità p di un evento E aleatorio è il rapporto tra il numero dei casi favorevoli 

all’evento e quello dei casi possibili, quando tutti i casi sono ugualmente possibili. 

     

 

 

 

   

Es 1.  Nel lancio di un dado la probabilità che esca il numero 5 è p = 
6

1
. 

Es 2.  Nel gioco del lotto la probabilità che esca il numero 95 è zero. 

Es 3.  Nel lancio di una moneta la probabilità che esca testa o croce è 1 (evento  certo). 

Se p = 0  l’evento è impossibile.  

Se p = 1  l’evento è certo. 

Si ha, pertanto,  0  p   1  

La probabilità dell’evento contrario di p si indica con q, oppure con p . 

 Si ha, allora, p + q = 1.  

Es 4.  La probabilità di estrarre un asso da un mazzo di carte siciliane (40 carte) è p =
40

4
, la 

probabilità di non estrarre un asso è  q = 
40

36
.  

15.2. Probabilità totale e probabilità composta 

Def.  Dati due o più eventi parziali,si dice evento totale di essi l’evento che possiamo 

considerare verificato se si verifica almeno uno degli eventi parziali che lo compongono. 

Gli eventi parziali si dicono incompatibili se il verificarsi dell’uno esclude il verificarsi dell’altro, cioè 

E1E2 = ; in caso contrario si dicono compatibili. 

Es. Evento E1 di estrarre un 3 da un mazzo di carte siciliane. 

           Evento E2 di estrarre una figura. 

E’ ovvio che E1 ed E2  sono eventi incompatibili. 

 

possibilicasi

favorevolicas
p

 

 i
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Def. Due eventi si dicono indipendenti quando il verificarsi del primo non altera la probabilità del 

verificarsi del secondo.  

  Dati due o più eventi (componenti), si dice evento composto da essi l’evento che consiste nel 

verificarsi di tutti gli eventi componenti. 

15.3. Principio della probabilità totale con eventi incompatibili 

   Se un evento è totale di due o più eventi incompatibili tra loro, la probabilità è la somma delle 

probabilità dei vari eventi parziali. 

In simboli: p (E1   E2   …..  En ) = p(E1) + p(E2 ) + …………. + p(En) 

Es.  p(E1) = probabilità che esca un asso in un mazzo di carte siciliane. 

       p(E2 ) = probabilità che esca un due in un mazzo di carte siciliane. 

Si ha: p (E1   E2  ) = p(E1) + p(E2 ) = 
40

4
+ 

40

4
= 

40

8
= 

5

1
 = 0,20  ovvero 20%. 

15.4. Principio della probabilità totale con eventi compatibili 

  Se i due eventi E1 ed E2 sono compatibili si ha: 

p (E1   E2) = p(E1) + p(E2) – p (E1 E2);  con E1 E2  

Es.  Si estrae una carta da un mazzo di 52 carte.  

Calcolare la probabilità che la carta estratta sia una figura o che sia di seme quadri. 

Siano E1 evento estrazione figura ed  E2 evento estrazione carta di quadri.  

Essendo gli eventi E1  ed E2 compatibili, perché una carta può essere figura e anche di seme 

quadri. 

Si ha: p (E1   E2) = p(E1) + p(E2) –  p (E1 E2) = 
52

12
+ 

52

13
–  

52

3
 = 

52

22
 = .

26

11

 

15.5. Principio della probabilità composta 

  Se un evento è composto da due eventi indipendenti E1 ed E2, la probabilità dell’evento 

composto è il prodotto delle probabilità dei due eventi componenti.  

In simboli: p (E1 E2) = p(E1) . p(E2).  

Se gli eventi sono dipendenti, la probabilità dell’evento composto si ottiene come prodotto della 

probabilità del primo evento e della probabilità del secondo evento calcolata  dopo che si sia 

verificato il primo.  

 In simboli si scrive  p (E1 E2) = p(E1) . p ( 12 EE ).  

Nota. Il simbolo p ( 12 EE ) indica la probabilità di E2 dopo che si sia verificato E1. 
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15.6. Esercizi  

1) Trovare la probabilità che lanciando due dadi la somma dei numeri delle    

    facce sia 10. 

 I  casi possibili ovviamente sono 36. 

 I  casi favorevoli sono le 3 coppie: 

(5; 5); (6; 4); (4; 6). 

Pertanto si ha  p = 
36

3
= 

12

1
. 

Oppure: p = p (5; 5) + p(4; 6) + p(6; 4) = 
36

1
 + 

36

1
 + 

36

1
= 

36

3
= 

12

1
. 

2)  Dati due mazzi di 40 carte siciliane, si estrae una carta da ciascun mazzo.  

Trovare la probabilità che la prima carta estratta sia un asso e la seconda estratta sia una figura.  

Essendo l’evento composto di eventi indipendenti si ha:  

p (E1 E2) = p(E1) . p(E2) = 
40

4
.  

40

12
= 

100

3
. 

3) Da una medesima urna contenente 5 palline bianche, 8 rosse e 10 nere, si estraggono 

successivamente due palline, senza rimettere nell’urna la prima. 

 Calcolare la probabilità che entrambe le palline estratte siano bianche. 

Si tratta di un evento composto, ma questa volta la probabilità del secondo evento dipende dal 

primo. 

      p(E1) = 
23

5
  è la probabilità che la pallina sia bianca alla prima estrazione. 

      p(E2) = 
22

4
  è la probabilità che la pallina sia bianca alla seconda estrazione. 

Pertanto si ha: p (E1 E2  ) = p(E1) . p ( 12 EE ) = 
23

5
.
22

4
= 

253

10
. 

4) Da un mazzo di 40 carte siciliane se ne estraggono tre successivamente senza rimettere nel 

mazzo quelle già estratte. 

Calcolare la probabilità che le tre carte estratte siano tre assi o tre figure. 

La probabilità che siano tre assi è  p1 = 
40

4
. 

39

3
 . 

38

2
 = .

2470

1
 

La probabilità che siano tre figure è   p2 = 
40

12
. 

39

11
 . 

38

10
 = .

494

11
 

La probabilità che siano tre assi o tre figure è  p = p1 + p2 = 
2470

1
+

494

11
 = .

1235

28
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5)  Calcolare la probabilità di vincere un terno al gioco del Lotto. 

  I casi possibili (vengono estratti  5 dei 90 numeri) sono: 

C90;5 = 





 90

5

= 
!5

86.87.88.89.90
 = 43949268. 

Fra tutti i casi possibili sono favorevoli quelli in cui vengono estratti i 3 numeri da noi giocati più altri 

2 numeri qualsiasi dei rimanenti 87 numeri. I casi favorevoli sono pertanto tanti quanti sono i modi 

di scegliere 2 elementi di un insieme di  87 numeri. 

Quindi i casi favorevoli sono:  C87; 2 = 
!2

86.87
= 3741. 

Pertanto si ha:  p = 
possibilicasi

favorevolicasi

 

 
= 

43949268

3741
= . 

11748

1
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